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1. В В Е Д Е Н И Е

М н о ги е  с т р о и т е л ь н ы е  м а т е р и а лы — бетон , д р ев еси н а , п ла *  
стики , у г л е р о д и с т а я  с т а л ь  и д р у ги е  о б л а д а ю т  св о й ств ом  п о л з у 
чести , т. е с п о с о б н о с т ь ю  д еф ор м и р ов а ться  во врем ен и  при п о 
с то я н н ы е  н а п р я ж ен и я х . Э т о  св о й ств о  при води т к т о м у , ч т о  в 
п р о ц ессе  д л и т е л ь н ы х  возд ей ств и й  п р о и сх од я т  и зм ен ен и я  н а 
п р я ж ен н ы х  и д еф о р м и р о в а н н ы х  состоян и й  с т р о и т е л ь н ы х  к о н 
стр ук ц и й . П е р е м е щ е н и я , вы зван н ы е внеш ним и н а гр у зк а м и , 
ув е ли ч и в а ю т с я ; у с и ли я , я в ля ю щ и еся  с л ед ст в и ем  в ы н уж д е -  
ны х деф ор !м аций  (и зм е н е н и е  т ем п ер а тур ы , у с а д к а , н е р а в н о 
м ер н а я  о с а д к а  о п ор , п р ед в а р и т ел ьн о е  н а п р я ж е н и е ), з а т у 
х а ю т . В  к о н стр ук ц и я х , в ы п олн ен н ы х  с применени& м  м а т е р и а -  
л о в , о б л а д а ю щ и х  р а зли ч н ы м и  д еф ор м ати в н ы м и  с в о й ст в а м и , 
в ч а стн ости  в к о н ст р ук ц и я х  ж ел е зо б е т о н н ы х , н а б л ю д а е т с я  
п е р е р а с п р е д е л е н и е  у с и ли й .

У  н ек о тор ы х  с т р о и т е л ь н ы х  м а т е р и а ло в  во в р ем ен и  п р о 
и сх од и т  и зм ен ен и е  ф и зи к о -м еха н и ч еск и х  свойств , н а зы в а е м о е  
д а л е е  с та р ен и ем . В  б е т о н е  стар ен и е  Я1в ля ет ся  с л е д с т в и е м  т в е р 
д ен и я  ц ем ен тн о го  к а м н я  и п р о я в ля ет ся  в виде у в е л и ч е н и я  
п р оч н ости  и ум е н ьш ен и я  д еф ор м ати в н ости . В  д р ев еси н е  с т а 
р ен и е  м о ж ет  у с л о в н о  р а ссм а т р и в а т ь ся  как  с л е д с т в и е  в ы с ы 
х а н и я  и т. д .

Р а с ч е т о м  к он стр ук ц и й  в у с ло в и я х  д л и т е л ь н ы х  в о зд ей ств и й  
за н и м а е тс я  р а з д е л  м ехан и к и , н осящ и й  н азв ан и е  теор и и  п о л 
зуч ести . Т е о р и я  п о л з у ч е с т и  ст р о и т ель н ы х  м а т е р и а ло в  и к о н 
стр ук ц и й  со зд а н а , в о сн ов н ом , т р уд а м и  со в етск и х  у ч е н ы х  в  
т еч ен и е  п о с л е д н и х  тр и д ц а ти  л е т  * . И н тен си в н о сть  р а зв и т и я  
этой  теори и , н е о б х о д и м о с т ь  освоен и я  сп ец и а ль н о го  м а т е м а 
т и ч еск о го  а п п а р а та , а т а к ж е  почти  п о лн о е  о тс у т ст в и е  у ч е б н ы х  
п о со б и й  с о зд а ю т  зн а ч и т е л ь н ы е  тр уд н ости  при ее и зуч ен и и . 
С п е ц и а л ь н а я  л и т е р а т у р а , п осв ящ ен н ая  теори и  п о л з у ч е с т и

* См обзорные статьи в сборнике «Механика в СССР за 50 лет», 
М., 1972. Ю. Н. Работнсв. «Теория ползучести», Н X. Арутюнян «Ползу
честь стареющих материалов, ползучесть бетона».
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стр ои тельн ы х  м а тер и а лов  и кон струк ц и й , к а к  п р а в и ло , м а л о 
доступ н а , так  как  д л я  ее  и зуч ен и я  н ео б х о д и м о  врем я , не 
сои зм ер и м ое  с и м ею щ им ся  у  студ ен та .

Н а стоя щ и е  м етодические ук а за н и я  п р едн азн ачен ы  д л я  
п ом ощ и  студен там  в и зучении  э л ем ен т о в  теори и  п о лзуч ести  
и с о д ер ж а т  ссы лк и  на источники, в к отор ы х  п о д р о б н о  о св е 
щ аю тся  те и ли  иные вопросы .

2. СВЕДЕНИЯ ОБ ОСО БЕН Н О СТЯХ Д Е Ф О РМ И Р О В А Н И Я  
С ТРО И ТЕ Л ЬН Ы Х  М А Т Е Р И А Л О В  П РИ  Д Л И Т Е Л Ь Н О М

д е й с т в и и  н а г р у з к и

П р и  действии постоянной  во врем ени  н а гр узк и  п олн ы е  
д еф орм ац ии  е* таки х  ст р о и т ель н ы х  м а тер и а ло в  к а к  бетон , 
древесина , в ы сок оуглер о д и ста я  с т а л ь  и д р уги е  состоя т  из 
уп р уги х , п р ояв ляю щ и хся  в м ом ен т  за гр у ж е н и я  (у п р у го -м гн о 
венны е д еф ор м ац и и ) —  еу и д еф ор м ац и й  разв и в аю щ и хся  во 
врем ени  и н азы ваем ы х д еф ор м ац и я м и  п о лзуч ести  —  гя. В  
о бщ ем  случ а е , при наличии  ста р ен и я  м а тер и а ла , в ели ч и н а  
уп р уго-м гн овен н ы х  деф ор м ац и й  св я за н а  с состоян и ем  (в о з 
р а ст о м ) м атер и ала  к м ом ен ту  за гр уж ен и я  т; в ели ч и н а  д еф о р 
м ации  п олзучести  зависит как  от  т, так  и от п р о д о л ж и т е л ь 
ности  действия нагрузки  t —  т  (р и с . 1)

е*(0 = еу(, ) + £я( '̂с)- (4.1)

Н а ч а л о  отсчета  врем ени со в м ещ ается  с м ом ен том  о к о н ч а 
ния и зготовлен и я  м атер и ала , точн ее  с м ом ентом , начиная с к о 
тор о го  м атери ал  становится тверды м  телом . О чевидно, что 
t >  т, т. е. в озр аст  м а тер и а ла  в м ом ен т  н а блю д ен и я  всегда  
б о л ь ш е  или  равен в о зр асту  м а т ер и а ла  в м ом ент п р и лож ен и я  
нагрузки .
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П р и  эксперим ентальном  определении  величины  п олзуч ести  
н еобходи м о  учиты вать  наличие собственны х деф орм ац ий , 
связанны х с  изм енениям и температур и влаж ности  (у с а д к а ) .  
П о эт о м у  п о лзуч есть  строи тельн ы х  м атериалов  о п р ед еля ю т  
как р азн ость  м еж д у деф орм ациям и загруж енны х и н е за гр у 
ж енны х образц ов -бли зн вц ав .

Х арактер  развития деф орм аций ползучести  зави си т о т  
уровня напряж ений а, точнее, от  отнош ения м еж д у  о  и п р е
д ело м  д ли тельн ой  прочности (д ли тельн о го  соп р оти в лен и я ) —  
/?д. П р ед е ло м  д ли т ель н о й  прочности назы вается величина  
напряж ений, при которой  разруш ение м атериала  п рои сходи т  
п о сле  неограниченного  больш ого  периода времени действия. 
Е сли  о < / ?  д —  деф орм ации п олзучести  постепенно затухаю т, 
при 0 > Я Д —  развитие н езату
хаю щ и х  деф орм аций  п о лзуч е 
сти заканчивается  разруш ени 
ем  (рис. 2 ) .  Д л я  бетона , за 
груж ен н ого  сж им аю щ ей  на
грузкой  в в озр асте  ti =  28 су 
ток, /?д «  0,8 Я лр ; д л я  древе
сины н орм альн ой  влаж ности , 
сж атой  или  растянутой  в доль  
волокон , Яд « 0 , 5  Я. И з  ска
зан н ого  очевидно, что строи
тельн ы е  конструкции д олж н ы  
проектироваться  так, чтобы  
д ли т ел ь н о  действую щ ие напряж ения а не превы ш али  п р ед е
л а  д ли тельн ой  прочности Я д.

Зависим ости  м еж д у напряж ениями и уп р уго-м гн овен н ы 
ми деф орм ациям и , как правило, линейны ; м еж д у  н а п р я ж е
ниями и д еф орм ац иям и  п олзучести , в общ ем  с л у ч а е , н е ли 
нейны . Д л я  и ллю стр ац и и  этого на рис. 3 и зображ ены  типич
ные кривые деф орм аций  ползучести  бетона, соответствую щ и е 
различны м  ур ов н я м  сж им аю щ их напряж ений, а т а к ж е  к р и 
вая, п р ед ставляю щ ая  зависим ость м еж ду уровням и  н ап р я 
ж ения о/Я и деф орм ациям и  ползучести , развивавш им ися 
за  время t —  т.

Степень нелинейности  деф ормаций ползучести  су щ еств ен 
но зависит как о т  уровня напряж ений, так  и от их хар ак тер а . 
Н априм ер , д л я  деф орм ации бетона влияние н ели н ей н ости  
считается  незначительны м , если  величина сж и м аю щ и х  н ап ря
ж ений не п ревосходит 0,5 /?„р, а величина растя ги в аю щ и х  
напряж ений о < 0 ,8  Я р. Д л я  деф ормации п олзуч ести  дре-
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веси н ы  при сж атии  или  растяж ен и и  в д о л ь  в о ло к о н  ли н ей н ая  
зави си м ость  харак терн а  во всем  д и а п а зо н е  з < 7 ? д.

П р и  снятии д ли т е л ь н о  д ей ств ую щ ей  н а гр узк и  о б р а зец , в ы 
полненны й  из уп р уго го  м а т ер и а ла , стрем и тся  в осстан ови ть  
св ои  п ервон ачальн ы е разм еры . П р и  н али чи и  п о лзуч е ст и  т а 
кой  процесс в осстан овлен и я  о б у с л о в л е н  к ак  м гновенны м и  
деф ор м ац и ям и  е 'у (т2) ,  т а к  и д еф ор м ац и ям и , р а зв и в аю щ и 
м ися  во времени и н азы ваем ы м и  д еф ор м ац и ям и  п о сле д ей с т 
вия е 'я(/ —  т2)  (рис. 4 ) .  Д еф о р м а ц и и  п оследей ств и я  часто  
тр ак тую тся  как  деф орм ац ии , о б р а т н ы е  д еф ор м ац и ям  п о л з у 
чести . П о эт о м у  при  наличии  у п р у го го  п оследей ств и я  г о в о 
рят, что  деф орм ации  п о лзуч ести  о б л а д а ю т  обр а ти м о стью .

П р и  деф орм ировании  с та р ею щ его  б етон а  д еф ор м ац и и  п о л 
зуч ести  б ольш е  деф орм ац ий  уп р у го го  п оследей ств и я . И н ы м и  
слов ам и , деф орм ации  п о лзуч ести  ста р ею щ его  б етон а  о б р а 
тим ы  частично.

С упругим  последей стви ем  св я зан о  и такое явлен и е . П р е д 
ставим , что в м ом ент врем ени  т2 с  б етон н о го  э лем ен т а  сн я та
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сжимающая нагрузка, действовавшая с момента ть и сразу 
ж е  п о сле  п р о я в лен и я  уп р у ги х  деф ор м ац и й  н а ло ж ен ы  связи, 
п р еп ятствую щ и е д а льн ей ш ем у  в осстан овлен и ю  размеров. 
О пы т п оказы вает , что в таком  элем ен т е  с течением  врем ени  
б уд ут  р азви ваться  сж и м аю щ и е напряж ения. Э то т  п р оц есс  
при н ято  н а зы в ать  процессом  в осстан овлен и я  н а п р яж ен и й  
(р и с . 5 ) .

Е сли  п ризм атический  о б р а зец  теЛа, о б л а д а ю щ е го  п о л з у 
честью , п одв ер гн уть  в ы н у ж 
денны м деф ор м ац и ям  сж а ти я  
(растяж ен и я , и зги б а , с д в и га ) 
и в дальн ей ш ем  со х р а н я т ь  
эти деф орм ации , то  в о зн и к 
ш ие напряж ения с теч ен и ем  
врем ени  б у д у т  ум е н ьш а ть ся  
(ри с . 6 ) .  З атуха н и е  н а п р я ж е 
ний в у с ло в и я х  в ы н уж д ен н ы х  
деф орм аций  н азы в ается  р е л а к 
сацией.

Р е з у л ь т а т ы  эк сп ер и м ен тальн ы х  исследований , в частн ости  
в ы п олн ен н ы х  д л я  б етон а , показы ваю т, что при д ей ств и и  о т 
н оси тельн о  н евы соких  напряж ений , п о с ле д о в а те ль н о  в в о д и 

м ы х в м ом ен ты  в р ем ен и  т ь  тг, тз, вели чи н а  п о лн о й  д е ф о р 
мации, сф ор м и р ов ав ш ей ся  к м о м ен ту  t, м ож ет  б ы т ь  п р и б л и 
ж ен н о  в ы чи слен а  как  с у м м а  деф орм ац ий  о т  к а ж д ой  ступ ен и  
нап ряж ен и й  (р и с . 7 ) .
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е * ^ ) = е * ( ^ т 1) + е * ( < , 'с 2) + е * ( / , 'с 3)  - j- . . .  (4 .2 )

Зависимость (4.2), показывающая возможность вычисле
ния деформации ползучести при ступенчато-изменяющихся 
напряжениях как суммы деформаций, вызванных напряже
ниями, постоянными во времени, носит название принципа 
наложения. Естественно, что этот принцип справедлив в обла: 
сти линейной зависимости между напряжениями и деформа
циями ползучести *.

3. З А В И С И М О С Т И  М Е Ж Д У  Н А П Р Я Ж Е Н И Я М И  
И Д Е Ф О Р М А Ц И Я М И  Л И Н Е Й Н О Й  Т Е О Р И И  
П О Л З У Ч Е С Т И . Р А З Н О В И Д Н О С Т И  Т Е О Р И И  

П О Л З У Ч Е С Т И

Линейная теория ползучести основана на предположении 
о наличии линейной зависимости между напряжениями и 
полными деформациями (упруго-мгновенными деформациями 
и деформациями ползучести).

Считается, что объектом изучения является тело, удовлет
воряющее рабочим гипотезам теории упругости (сплошность, 
однородность, изотропность, малость деформаций) и обла
дающее, помимо упругих свойств, еще и ползучестью. Типич
ные кривые полных относительных деформаций изучаемого 
тела, вызванных постоянными нагрузками, приложенными в 
возрасте ti, тг, ..., V  показаны на рис. 8а- Кроме того, вво
дятся следующие гипотезы и предпосылки:

1. Считается справедливым принцип наложения;
2. Считается, что характеристики деформативности мате

риала не зависят от величии вынужденных деформаций.
Полная относительная деформация при сжатии или растя

жении в момент t, вызванная единичным напряжением, дей
ствующим с момента времени т, определяется зависимостью

_________  8 ( ^ ) = щ + С ( ^ ) ,  (4.3)

* См. .монографии: Н. X. Арутюнян. Некоторые вопросы теории пол
зучести, М., 1952; С. В. Александровский. Расчет бетонных и железобетон
ных конструкций на изменение температуры с учетом ползучести, М , 1973; 
В. М. Бондаренко. Некоторые вопросы нелинейной теории железобетона. 
Харьков, 1S68; Н. Я. Панарин. Некоторые вопросы расчета армированно
го и неармированиого бетона с учетом ползучести, Л., 1957; И. Е. Проко
пович. Влияние длительных процессов на напряженное и дефср мир сван нее 
состояния сооружений, М , 1963; А. Р. Ржаницын, Теория ползучести, М., 
1968.
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где ME (т) — упруго-мгновенная деформация, С (t, т)— 
мера ползучести.

i s m

г — ± -
1

Как было уже сказано [ом. (4.3)], в теории ползучести 
применяется понятие модули уцруго-мпновеиных деформаций, 
т. е. модуля, который определяет деформации, происходящие 
мгновенно и являющиеся только упругими. В связи с этим 
возникает достаточно сложная задача выделения таких де
формаций, так как диаграмма напряжения-деформации, 
построенная «а  основании обычных машинных испытаний, 
овпзаиа со временем проведения опыта, т. е. включает неко-
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т о р у ю  часть п олзуч ести . Н а и б о л е е  д осто в ер н о  в ели ч и н у  м о д у 
л я  уп р уго-м гн ов ен н ы х  деф ор м ац и й  м о ж н о  п о луч и ть  д и н ам и 
ческ и м  м етодом . Н о  при таком  п о д х о д е  н ео б х о д и м о  о бр а щ а ть  
о с о б о е  внимание на в ы яв лен и е  и уч е т  д еф ор м ац и й  п о л з у ч е 
сти , п р оявляю щ и хся  с р а зу  ж е  п о с л е  п р и лож ен и я  н а гр узк и  
(ск о р о п р ех о д я щ а я  часть  д еф ор м ац и й  п о л з у ч е с т и ).

Ш и р о к о  прим еняется  д р у г о е  п р ед ста в лен и е  п о лн о й  о т 
н оси тельн ой  деф орм ац ии , а и м ен н о

ЧЮ = щ[Н№)\, (4.4)

гд е  ф (t, т )  —  хар ак тери сти ка  п о лзуч ести , равная

<«>
В ели чи н а  ф ( f ,  т )  при t =  оо н а зы в ается  п р ед ельн ой  х а р а к 

теристикой  п о лзуч ести  ф (т )  ==ф ( оо , т ) .
И з  ск а зан н ого  очевидны  о п р ед елен и я  понятий  м еры  

п о лзуч ести  и х а р а к т е р и с т и к и  п о лзуч ести . М ер ой  п олзуч ести  
С  (/, т )  н азы вается  величина  д еф ор м ац и и  п о лзуч ести  к м о 
м ен ту  t, вы званная единичны м н ап р яж ен и ем , д ей ств ую щ и м  с  
м ом ен та  т. Х арактери сти к ой  п о лзуч ести  назы вается  отн ош е
н ие меры  п о лзуч е ст и  к соответствую щ и м  уп р уго -м гн ов ен н ы м  
деф ор м ац и ям .

П о л н а я  деф ор м ац и я  в м ом ен т t, вы зван н ая  постоянны м  в о  
врем ен и  напряж ением  о ( t i ) ,  д ей ств ую щ и м  с м ом ен та  т ь  
оп р ед еля ется  произведением  (р и с . 8 6 )

s*(/)z=o(x1)8( ,̂'c1). (4.6)
Е с л и  ж е величина  нап ряж ен и я , п р и лож ен н ого  в м ом ен т  

т ь  в дальн ей ш ем  и зм еняется , т о  в с и л у  принципа налож ения., 
п о лн а я  д еф орм ац ия  м ож ет  бы ть  н айдена  к а к  с у м м а  д еф о р 
м аций, вы званны х постоянной  и п ерем енной  ч астям и  н ап р я 
ж ений  (рис. 8 6 )

t
•*(0 =  ̂ 1  (4.7)

Т|

И н тегри рован и е э то го  вы раж ен и я  по частям  и в ы п олн ен и е 
эл-емеиггарных п р еобразован и й  п о зв о ля ет  п олуч и ть

ю



В  этом  вы раж ен и и  первое  с л а га е м о е  п р ед ста в ля ет  у п р у го -  
М1Пновеннук> д еф ор м ац и ю , т. е. д еф орм ац ию  в  м ом ен т  t, в ы з 
ванную  н ап р яж ен и ем  а  ( t) ,  у с ло в н о  при лож ен н ы м  в э т о т  ж е  
мом ент; втор ое  учи ты вает  деф орм ации  п олзучести  и в ли я н и е  
старен и я . Т а н  к а к  в и н тервале  t i< t< t  Biceraa сп р а в ед ли в о  
равенство

^ < 0 .  (4 .9 )

то  при н а ли ч и и  п о лзуч е ст и  п о лн а я  деф ор м ац и я  в с е гд а  б о л ь ш е  
у п р у го -м ш о в ен н  ой:

Н ер а в ен ств о  (4 .9 ) яв ля ется  следстви ем  ум ен ьш ен и я  в е л и 
чины  п олн ой  о тн оси тельн ой  деф орм ации  б (t, т )  при п р и б л и 
ж ении  т  к  t (ом . р и с . 8 ) .

З н а ч о к  *, с то я щ и й  в  ф о р м ула х  (4 .6 ),  (4 .7 ),  (4 .8 ) п ри  e ( f )  
и при a(t), y(t) и т. д. в ф о р м ула х , записанны х н и ж е, п о к а 
зы вает , ч т о  д а н н а я  со ста в ля ю щ а я  н а тр я ж ен н о -д сф о р м и р о 
в а н н ого  с о стоя н и я  оп р ед еля ется  с учетом  п олзуч ести .

П р и  о бо зн ач ен и я х  н о р м а льн ы х  напряж ений  в (4 .6 ) ,  (4 .7 ) 
и (4 .8 ) зн ачки  не п роставлен ы , так  как  при вы в од е  ф о р м у л  
нап ряж ен и я  сч и та ли сь  заданны м и. В  б о л е е  общ ем  с л у ч а е , 
п ри  реш ен и и  за д а ч  п о  разы сканию  напряж ений  в т е л е , о б л а 
д а ю щ ем  п о лзу ч е ст ью , деф ор м ац и и  оп р ед еля ю тся  п о  тем  ж е  
ф о р м ула м  (4 .6 ),  (4 .7 ),  (4 .8 ) с предвари тельн ой  за м ен о й  <т(£) 
на a*(t)  (см . 9-й п а р а гр а ф ). П о  ан ало ги и  с (4 .8 ) за п и сы в а ет 
ся  ф о р м ула  д л я  д еф ор м ац и и  сдвига

™ = т  <4 1 ° )

гд е  G(t) — м о д у л ь  сдвига , о>(/, т ) — мера п о лзуч е ст и  п ри  
сдвиге .

П о с к о л ь к у  в у п р у го й  стадии сп раведлива  за в и си м ость

G— Е(х)
2[1 +  vi (t)J'

(4 .1 1 )

то , ан алоги ч н о , при п о лзуч ести  сущ еств ует  равен ство

w (t ,  т )  = 2 G ( t ,  т )  n + v 2(t , т ) ] ,  (4 .1 2 )

причем  v i ( t ) — коэф ф ициент поперечны х деф орм ац ий  в у п р у 
гой  стадии, v ? (t ,  т )  — т о  ж е  при ползучести .

В  си лу  (4 .1 1 ) и (4 .1 2 )
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W ) +  T ) = 2 t l t ( x ‘r )1 +  Z C ( t ,0 \ \ + 4 t .T ) \  =

= 2 { ^  +  С(<,т) +  Щ + ^ ,х ) С ( / , т ) }  =2[3(/,T)-f-&(;,x)], (4.13) 

где x) — полная оинаоительная поперечная деформация

8> (^ х ) = Щ + У2(^ ^ С ( ^ х)-

В соответствии с (4.13) зависимость (4.10) можно пере
писать иначе:

+ ^ 1 4  <414>

Зависимость между напряжениями и деформациями мо 
жет быть записана и в форме, отличающейся от (4.8).

<4 | 5 >

где b(t, т) — «наследственная функция» — функция влияния 
предшествующих упругих деформаций на полную деформа
цию. Из сопоставления (4.8) и (4.15) с учетом (4.3) очевидно 
наличие зависимости

Ш ,  т) =  - 1 д Е (  т) 
Е(ху дг + (4-16)

Функции для описания G(tfx ) ,L (t fT) иЕ(г) выбираются 
на основании обработай опытных данных. Выражение, наибо
лее широко применяющееся дл»я меры ползучести стареюще
го тела, имеет вид

С (*,т ))= в (т )/( *-т ) , (4,17)
гае

f(t—x)=  (4.18)

9 (т )= С 0- | - ^  или 9 (х )= С 0+ Д  . (4.19)

В формуле (4.17) функция 0 (т ) отражает процесс старе
ния; второй сомножитель — развитие деформаций ползучести 
в зависимости от продолжительности действия нагрузки. 
Функции 9 (т ) , f(t — т) и C(t, т) обладают следующими свой
ствами
1 2



т->оо, 9(х)-»-С0 
t^ T ,  т ) - * 0 ,  С (/ ,т ) - Л ) ,

t -юэ, f ( t —т)->-1, С(/,т)-*0(т). (4.20)
Коэффициенты, входящие в формулы (4.17), 4.18) и (4.19), 

подбираются из условия наилучшег© описания семейства 
экспериментальных кривых ползучести с помощью зависи
мости (4Л7).

Формула (4Л7) основана на та«к называемом «аффинном» 
подобии кривых ползучести (см. ряс. 8а), т. е. на наличии 
прямой пропорциональности между всеми соответствующими 
ординатами при одинаковых t—т различных .кривых. Установ
лено, 4to для бетона выражение (4.17) может применяться в 
случаях, когда ti >20  суток, т. е. при рассмотрении влияния 
воздействий, прикладываемых после завершения наиболее ин
тенсивного периода старения, в частности, при воздействиях, 
характерных для эксплуатационной стадии.

Обработка многочмеленных энспериментальных данных 
методом математической статистики позволила составить ре
комендации по расчетному определению величин как полных 
относительных деформаций ползучести бетона при сжатии, 
так и коэффициентов уь у, С0 и А*. В частности, предложена 
формула

С(^х)=С(оо, 28)(0,50+0,70е-с-012*)[ 1 - е - ° «*('-*>],

где С(оо,28) — предельная мера ползучести, определяемая 
на основании имеющихся рекомендаций с учетом влияния 
свойств и соотношений исходных материалов, услсвий изго
товления и эксплуатации элементов бетонных и железобетон
ных к о н ст р ук ц и й . В  частности, для обычного тяжелого бето
на марки 300, принятого в качестве эталонного (среднего) 
бетойа (см. приложение 1)

С(оо,28)=6-10-6 см2/кг, ср(оо,28)=6-Ю^6-3,15• 105=  1,89.
Эти формулы позволяют построить кривые, достаточно 

хорошо соответствующие экспериментальным при выполне
нии следующих условий:

* У л и ц к и й  И .  И . Определение величин деформаций ползучести  
и усадки бегонов Киев, 1963; П р о к о п о в и ч  И.  В., З а с т а л а  М . М . 
О  расчетном определении предельных длительны х деформаций тя ж ело го  
б етон а  Бетси и ж елезобетон , №  5, 1972.
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а —  рассм атривается  д о ста то ч н о  б о л ь ш и й  пери од  врем ени  
действия  н а гр узок ;

б  —  величина, обратн ая  ги д р а в ли ч еск о м у  р а д и усу  п о п е 
речн ого  сечения элем ен та , равна  и ли  м еньш е 0,20.

В  случ а я х  рассм отрен и я  н а ч а ла  п р оц есса  ф орм ирования  
н аи р яж ен н о-деф орм и ровэн н ого  состоян и я  в б етон н ы х  и ж е 
ле зо б ет о н н ы х  э л ем ен т а х  при t i<20 суток , т. е. при реш ении 
задач  техн ологи ч еск ого  п ла н а  ( т ерм  он антря ж  енн о е состояние 
бетонны х м ассивов при  эк зо тер м и ч еск ом  р а зогр ев е , в ли ян и е 
тер м о об р а б отк и  на нап ряж ен н ое со стоя н и е  ж еле зо б ет о н н ы х  
и здели й  и т. д .) прим енение ф о р м улы  (4 .1 7 ) м о ж ет  привести 
к  зам етны м  погреш ностям . С в я за н о  э т о  с отсутстви ем  аф 
ф инного  подобия  кривых п олзуч ести  бетон а , з а гр у ж ен н о го  
в раннем  возрасте. В ы р аж ен и я  д л я  ап п роксим ации  С (/, т )  
при Ti < 2 0  суток  и о собен н ости  реш ен и я  т ех н о ло ги ч еск и х  з а 
д ач  описаны  в трин адц атом  п а р а гр аф е  М ето д и ч еск и х  у к а з а 
ний.

Т еори я  ползучести , осн ован н ая  на ф и зических  за в и си м о 
с т я х  типа (4 ,1 7 ), (4 .18 ) и (4 .1 9 ), носит н а зв а н и е  н а сл ед с тв е н 
ной  теории старен и я  ( Н Т С ) , и ли  теори и  у п р у го -п о л зу ч е го  
т е л а . Э та  теория, д оста точ н о  п о л н о  уч и ты в ает  основны е я в л е 
ния, п рои сходящ и е при д л и т е л ь н о м  деф ор м и р ован и и  ста р ею 
щ и х стр ои тельн ы х  м атер и алов : п о л з у ч е с т ь  и стар ен и е , у п р у 
гое  последействие, в осстан ов лен и е  нап ряж ен и й , р ела к са ц и ю  
(т а б л .  1).

П о лн ы е  деф орм ации  т е л , не о б л а д а ю щ и х  старением , и т е л  
в достаточ н о  стар ом  в озр асте  оп исы вает  та к  н а зы в аем ая  
теор и я  уп р угой  н аследств ен н ости  ( Т У Н ) * ,  я в ля ю щ а я ся  
частны м  с л уч а ем  Н Т С . В этой  теории  величина  д еф ор м ац и й  
п олзуч ести  яв ляется  ф ункцией т о л ь к о  п р о д о лж и тельн о сти  
действия нагр узки  t— т, а м о д у ль  у т р у г о  нмгновенны-х д е ф о р 
маций не зависит от т, т. е. Е(т) = Е  =  const.

О сновная  зави си м ость  н ап ряж ен и я-деф орм ац и и  (4 .8 ) п ри 
ним ает  вид

8 ( ; , т ) = 5 ( * - г ) = 4 - Ь С ( * - т ) ;
db(t-z)_ dC(t-z)

dz  ~  <3т • У * - * 1 )

(4 .2 2 )

т. ,е. е * (7 )  яв ляется  ф ункцией одной  перем енной  t— т.
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Таблица



В ы раж ен и е д л я  меры  п о лзуч ести  в Т У Н  зап и сы в ается  так :

C(t—
в частности

С ( * - т ) = С 0[ 1 - < г - ^ - * > ] .  (4 .2 3 )

О чевидно, что  в этом  вы раж ении  Со яв ля ется  п р ед ельн ой  
величиной  меры  п олзуч ести , а п р ед ельн а я  хар ак тер и сти к а  
п олзучести  о п р ед еля ется  к а к  п рои зведен и е  ф = С 0£ .

В след ств и е  р ассм отрен и я  н еста р ею щ его  м а т ер и а ла  и п р и 
нятия принципа н алож ен и я  Т У Н  п о ст у ли р ует  п о лн ую  О брати 
м ость  деф орм аций  п олзуч ести . В т а б л и ц е  1 п ок азан  хар ак тер  
кривы х деф орм ац ий  п о лзуч е ст и  и уп р у го го  п оследей стви я , 
построенны х на основе Т У Н ,  д л я  трех  вар и ан тов  и зм енения 
н агр узки  во времени. П р и  а < £ д теория  уп р угой  н а с л е д с т 
венности  д оста точ н о  хорош о  оп исы вает  п о л зу ч е с т ь  древесины , 
н аходящ ей ся  в у с ло в и я х  п остоя н н ы х  в ла ж н о ст и  и тем пера:ту
ры . С лед ов а тельн о , Т У Н  м ож ет  и сп о ль зо в аться  и при р а сч е 
т а х  элем ен тов  деревян н ы х  конструкций .

Э та  теори я  м ож ет  п р и м ен я ться  и д л я  п р и б ли ж ен н ого  р а с 
чета  конструкций, в ы п олн ен н ы х  из не сли ш к о м  интенсивно 
старею щ и х  м атери алов . В  этом  с л у ч а е  в ли я н и е  в о зр а с та  
м атер и ала  к  м ом ен ту  за гр у ж ен и я  t i  на д еф ор м ати в н ы е х а 
рактеристики м о ж ет  бы ть  учтен о  п утем  принятия

£ = £ (  т , ) ;  С 0= в ( т 1 ) .  (4 .2 4 )

В  свое врем я, сп ец и альн о  д л я  расчета  бетон н ы х  и ж е л е з о 
бетон н ы х  сооруж ений , б ы ла  со зд а н а  теори я  п олзуч ести , н а з 
ванная  теорией  старения ( Т С ) * .  Э т а  теори я  осн ован а  на ги 
потезе  о «п а р а л л е л ь н о с т и »  кривы х п о лзуч ести  (ом . т а б л . 1 ). 
В ы раж ен и е д л я  меры  п о лзуч ести  в соответствии  с  «п а р а л 
л е л ь н о с т ь ю »  кривы х запи сы вается  т а к  (t i=0 )

<4 -25>

где  <р(/) и ф ( т )  —  харак тери сти ки  п о лзуч ест и .
В след ств и е  гипотезы  о «п а р а л л е л ь н о с т и »  эта  теори я  п о ст у ли 
р ует :

а —  неограниченное ум ен ьш ен и е  п о лзуч ести  п о  м ере ув е 
ли чен и я  возр аста  к м ом ен ту  п р и лож ен и я  напрузки, т. е. по 
Мере старения при т -> о о ,  6 ( £ т )  ->-0;

б —  п о лн ую  н еобр ати м ость  д еф ор м ац и и  п олзуч ести .

* См. монографию И И У л и ц к о г о .  Теория и расчет железобе
тонных стержневых конструкций с учетом длительных процессов. К., 1967.
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С уч ето м  ск а зан н ого , основная ф изическая за в и си м ость  
Т С , п р и м ен и тельн о  к ф орм е (4 .7 ),  записы вается  так :

• • ( 0 = Ц  (l+ t(0 1  + 1 ^ Х щ [ Щ + ? ( 0 - Т ( ' ) ] * .  (4.26)
О

П р остей ш и м и  в ы раж ен и ям и  д л я  <p(t) и <р(т) я в ля ю тся

<р(*)=<р[1 —  <р(х)= т 1 1 — е-тгт].  (4 .2 7 )

О дним  из д остои н ств  Т С  яв ляется  возм ож н ость , в р я д е  
с л уч а ев , п олуч ен и я  расчетны х ф орм ул , содер ж ащ и х  н еп о ср ед 
ствен н о  <р(t) б ез  п р ед в а р и тельн о го  фиксироварния в ы р а ж ен и я  
д л я  а н а ли ти ч еск о го  описания этой  функции (см . та )бл. 2 
п. 2 ) .

Н ет р у д н о  зам ети ть , ч т о  основны е ф изические за в и си м ости  
как  ТУ !Н , та к  и Т С  я в ля ю тся  частны м и с л у ч а я м и  б о л е е  о б 
щ ей  зав и си м ости  Н Т С . Н ап ри м ер , если  в  (4 .1 9 ) п о ло ж и т ь  
А —0, т о  ф о р м ула  (4 .1 7 ) превратится в (4 .2 3 ); е сли  Со=0, т о  
в тор ая  ф о р м ула  (4 .1 9 ) и ф ор м ула  (4 .17 ) при y i = 7 'П риводят к 
в ы р аж ен и ю  (4 .2 5 ), соотв етств ую щ ем у  случ а ю  п р ед ст а в ле н и я  
хар ак тери сти ки  п о л зу ч е с т и  в  ви де (4 .2 7 ).

4. В Ы РА Ж Е Н И Е  ЗАВИ СИ М О СТИ  М Е Ж Д У  
Д Е Ф О РМ А Ц И Я М И  И Н АП РЯ Ж Е Н И Я М И  

С ПО М О Щ ЬЮ  РЕ ЗО ЛЬВ ЕН ТЫ

З ави си м ость  м еж д у  д еф ор м ац и ям и  и н ап ряж ениям и  в л и 
нейной теории  обы ч н о  зап и сы вается  так ;

i
(4.28)

Ф ун к ц и я  R (/, т ) ,  стоящ ая  под  знаком  и н тегр ала  и оп и сы 
в аю щ ая  деф ор м  а ти ш ш е свойства т е л а , м ож ет бы ть п остр оен а  
путем  обр аботк и  дамнььх, получен н ы х  при опытном  и зучен и и  
процесса  р е ла к са ц и и *. Е сли , считая известной  ф ун к ц и ю  
е * (/ ) ,  рассм атр и в ать  зави си м ость  (4 .8 ) как и н т е гр а ль н о е  
ур авн ен и е о тн о си тельн о  неизвестной  ф ункции а * (£ ) ,  т о  (4 .2 8 ) 
я в ля ется  реш ением  э т о го  уравнения. С лед о в а т ел ь н о , р еш ен и е  
ур авн ен и я  (4 .8 ) в ф орм е (4 .2 8 ) п о зв о ля ет  разы скать  ф ункцию  
R(t, т ) .  О чевидно, что вид функции R (ty т ) связан  с  х ар ак те -

* См. книгу С В. А л е к с а н д р о в с к о г о ,  упомянутую на стр. 8. 
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ром  зависимостей, принятых д ля  аппроксимации 6 (t, т ) ,  Е (т ) 
и наоборот. В  с и лу  всего сказан н ого  R ( f ,  т )  н азы ваю т р е 

зольвен той  ядра£^ -| ~  и н тегр альн ого  уравнения (4 .8 ) П о 

строим  резольвенту д л я  н естарею щ его  м атери ала . В  этом  
сл уч а е  в соответствии с  (4 .28 )

i
e * ( 0 - £ [ « * ( 0  +  f * * ( * ) f f ( * - * ) < f c l -  (4 .29)

_ т »
В  с и л у

£ ( т )  = Е = C on st (4 .30 )

и (4 .23 ) подучим вы раж ение д ля  ядра

дС% ~-Х)=-ГЕСйе-^ - 'К  (4 .3 ! )

П р и  этом зависим ость (4 .22 ) м ож ет бы ть представлен а  в 
ви де  такого  и н тегральн ого  уравнения

t
e * (# )- f  < р = Я С 0- (4 -3 2 )

Очевидно, что реш ение уравнения (4 .32 ) п о зв оляет  по
строить резольвенту ядра (4 .3 1 ).

П родиф ф еренцировав по t л ев ую  и правую, части (4 .3 2 ), 
придем  к таком у интегральном у уравнению  (точкам и  п ок а за 
ны производные по ( * ) .

t
6* (0 + T F ° * (^ ) ” “f2cpj (4 .33 )

Т1

С лож ив интегральное уравнение (4 .3 2 ), п редвари тельн о  
ум нож енное на у, с  интегральны м  уравнением  (4 .3 3 ), п о л у 
чим  диф ф еренциальное уравнение первой степени с  п остоян 
ными коэффициентами

о * (0 + Г о * (0 = £ 1 е * ( * ) - И е * ( / ) ] ,  г - ч (1 + « р )  (434)

Э то уравнение д олж н о  реш аться  при начальны х услов и я х

Ь*'(х\)=Еъ*[х\), (4 .35 )

следую щ и х  из (4 .3 2 ), если  принять t—xi. В  соответствии с 
правилом , известным из курса  высш ей математики, реш ение
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н т с

Тео
рия Мера ползучести Я д р о

ТУН -■jfe-W-V

ТС А(0—Л(т) дА(т)
дх

Резольвента

-  W . ' ' * 7(1+ 9)

_ _ d _  tf- l 9 ( 0 - 9 (T) ] f
<к

Ф (0 = 4 (0 £ .  ? (TH ^ ( t ) £

0 ( т ) [ 1 ^ “ ^ ^ т )] 

£(т)^ const
{ с т и + ^ в -

_ в-7(<-т)]_

- f 9 ( t ) e “ 1r(' - T> jE^

-  « 8 ; { т ! г  + 1 ^ М « М - | [ Е М е м , ' М ,  X

t
X J  Й~т|(2)£(г)^г},

*E
T

T | ( t ) = T f j t l + e ( t ) £ ( x ) l d T

Ю

HTC 0 ( x ) [ l - e - T ( ^ ) ]

Я(т)=*£=const
— Т в (* )е -1 < ,1 х > } £

- I е  { ® W - Д [ 0 М  X j  e ~ ^ d z \
■c t

■n(x)=Tj ‘[l-f ^0(x)]dx

П р и м е ч а н и я :  l7 При зашш. выражений ТС иршягго ti= 0 .
2. Вы вод Згсдоул д л а  резольвенты Н Т С  (п. 3 и 4 ) наиболее подробио изложен в 

отите М . М . Мамукина. Кручение тел с учетом ползучести, Ереван, 1973.



Д иф ф еренц иального  уравнения  (4 .3 4 ), при н а ч а льн ы х  у с л о 
в и ях  (4.35), м ож н о  зап и сать  т а «

t X
— Jfrfx  t JrrfT

о * ( * ) = £  т> ( з * (т г ) - f £ ,j[e * (T )-| -- ]fs * (i: )]eT< dx). (4 .3 6 ) 
ч

И н тегр и р ов ан и е по частям  с л а га е м о го  в п о д и н тегр а льн о м  

вы раж ении , с о д е р ж а щ е го  e*(t), приводит к зави си м ости
t t

rT*[ s*(Y )e~rf—s*(xj )er' ‘—r§o(x)er~dx\.
ч Ti

П одстан овка  в (4 .36 ) э т о го  (вы раж ения, п о сле  вы полнения  
элем ен та р н ы е  вы кладок , п ри водит к  ф о р м уле

I
o * ( f ) = £ [ e * ( 0 - J * * (  (4 .3 7 )

и
С оп остав лен и е  правы х частей  (4 .2 9 ) и (4 .3 7 ) д ает  в о з 

м ож н ость  записать  в ы р аж ен и е д л я  р езольв ен ты  ядра  (4 .3 1 )

R ( t - x ) = - w e - ' « - ' \  (4 .3 8 )

А н а ло ги ч н о  м ож но п олуч и ть  р езо льв ен ты  б о л е е  с л о ж н ы х  ядер  
Т У Н ,  а такж е ядер Т С  и Н Т С . Э ти  вы раж ен и я  д л я  некотор ы х  
частн ы х  случ аев  приведены  в т а б л и ц е  2.

5. Н АП РЯ Ж Е Н Н О Е  И Д Е Ф О РМ И Р О В А Н Н О Е  
СОСТОЯНИЯ О Д Н О РО Д Н О ГО  И ЗО ТРО П Н О ГО  

С ТЕ РЖ Н Я В УС Л О В И Я Х  Л И Н Е Й Н О Й  П О Л ЗУЧ Е С ТИ

Х ар ак тер  влияния ли н ей н ой  п о лзуч ести  на н ап ряж ен н ое  
и д еф орм и рован н ое состоян и я  одн ор одн ы х  и и зотроп н ы х  э л е 
м ентов  различен  в с луч а я х  д ей ств и я  внеш них си л и н али ч и я  
вы нуж денны х деф ор м ац и й  (и зм ен ен и е  тем п ератур ы , усад к а , 
н еравном ерная  осадка опор и т. д . ) .  Р а н е е  р ассм отр и м  д ей 
ствие внеш ней силы .

П у с т ь  к стерж ню , и зоб р а ж ен н о м у  на рис. 9а и о б л а д а ю 
щ ем у  как уп р уги м и  свойствам и , та к  и п о лзуч естью , в  м ом ент 
Ti прилаж ены  перем енны е в о  врем ен и  сж и м аю щ и е си лы  Я ( 0 -  
П р и  реш ении с точностью  д о  принципа С ен -В ен аи а  н о р м а л ь 
ны е напряж ения в стерж не о п р ед еля ю тся  из у с ло в и й  р а в н о 
весия  и д л я  л ю б о го  м ом ента  врем ени  t >  r t равны

о * ( f ) = P ( t ) / F .  (4.39)
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Б е ли  бы к этом у  ж е  стерж н ю  в м ом ент врем ени  t б ы л и  
п р и лож ен ы  си лы  P(t), то  в стерж н е м гновенно в о зн и к ли  бы  
н ап р яж ен и я

о (t )= P (t)/F .  (4.40)

Э ти  н ап ряж ен и я  (а  так ж е с о 
отв етств ую щ и е  деф ор м ац и и  и 
п ер ем ещ ен и я ) п ринято  н а зы 
вать уп р уго -м гн ов ен н ы м и  или  
н ап р яж ен и ям и  (д еф о р м а ц и я 
ми и п ер ем ещ ен и я м и ) у п р у г о 
м гновенной  задачи . И з  со п о 
ста в лен и я  (4 .3 9 ) и (4 .4 0 ) с л е 
д у ет  равен ство

o * ( i ) = a ( i ) .  (4 .4 1 )

Т а к и м  о б р а зо м , п о л зуч е ст ь  
не в ли я ет  на н ап р яж ен н ое  с о 
стоян и е, в ы зван н ое  внеш ним и 
си лам и .

П о с к о л ь к у  геом етр и ч еск и е  
зави си м ости , т. е. зав и си м ости  м еж д у  д еф ор м ац и ям и  и п ер е 
м ещ ениям и , не св я зан ы  с деф орм ативны м и  св ой ств ам и  т е л а ,  
то  сп р а в ед ли в а  ф о р м ула

из которой, 1пр»менитель(Но к рассматриваемому с л уч а ю , с л е 
дует

U *(t )= § e *x(t)dx. (4 .4 2 )

Е сли  в  эту  ф о р м улу  п одстав и ть  значение * * х(() с о г л а с н о  
(4 .8 ),  т о  п о сле  п ростейш их п реобразован и й  п о луч и м

t
U \ f ) = U { i ) - J U(T) E ( x f l ^ d x ,  (4 .4 3 )

гд е  Ui(t) —  yinpyiro-мпновенные перем ещ ения.

Д л я  стерж ня, и зо б р а ж ен н о го  на рис. 9а,

PW

1? “ >

4х

Pet) rrfihn

1

0 V ) « e V )  C f tW f fC g )

а  к
Р и с . з *



П р и  P ( t )= P = C o n s t

ф орм улы  (4 .44) и (4 .4 3 ), с учетом  (4 .4 ), приводят к зав и си 
м ости

t f * ( * )  =  t f ( * i ) [ l + < P « . * . ) l ,  (4-45)

Где U>{t i )  — уп р угое  перем ещ ение в момент прилож ения  н а 
гр узк и , f= T i,-< p (f, п ) — характеристика п олзучести  (4 .5 ).

Д а л е е  будем  изучать напряж енное состояние при в ы н уж 
денны х деф ормациях. Р еч ь  идет о  стерж не с абсолю тн о  ж ест 
кими связями, препятствую щ им и изменению  е го  длины  
(рис. 9 6 ). Вы нуж денны е деф орм ации  ео(/ ) так ого  стерж ня, 
например, изменение тем пературы  на вели чи н у V{t)[ta(t) — 
= a V {t ) ,  где ос —  коэф ф ициент ли н ей н ого  тем п ератур н ого  
расш ирения ], приведут к возникновению  напряж ений сг*(/ ). 
Эти  напряж ения вы зовут деф орм ации, о п р ед еля ем ы е со 
г ла сн о  (4 .8 ) ф орм улой

е*(‘ ) = Ш ~ 1 ° * (т )  ^ l T dx' <4 -4 б >
Ч

П оск ольк у  на стерж ень п олож ен ы  связи, препятствую щ ие 
продольны м  перемещ ениям, то  сум м ар н ая  деф ор м ац и я  д о л ж 
на удовлетворять  услов и ю

e * ( t ) - М ( 0 = 0 ,  (4 .47 )

которое приводит к уравнению

Г

О* ( О - Е  ( t ) \ ^ ) d̂ T T ^ = E ( t )4 ( t ) .  (4 .48 )
ч

позволяю щ ем у разы скать о *  (7 ).

К а к  уж е уп ом и н алось  (стр . 17 ), уравнение, в котором  не
известное, в данном  случ а е  o*(t), р асп олож ен о  под знакам  
интеграла , назы вается интегральны м ; если  л ев а я  часть та к о 
го  уравнения состоит из сум м ы  неизвестного  и интеграла , то  
это  интегральное уравнение второго  рода ; теория и н тегр а ль 
ных уравнений, у  которы х t> x v разработан а  В ольтер р а . С л е 
довательн о , (4 .48 ) является  и нтегральны м  уравнением  В о л ь 
терра  второго рода.
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В  с и л у  ан алоги и  уравнения  (4 .48) и зависимости (4 .8 ),  
его  реш ение строится  с пом ощ ью  ф орм улы  (4 .28 )

о* ( / ) « £ ( / )  [ ч ( 0 + Я ( ^ .  t)r fx ]. (4 .4 9 )

ч
И з (4.48) при x i = t  мож но получить решение упруга-мгновен- 
ной зад ачи

o (t )=E (t )e0(t) (4.50)
и записать

t
о (4 .51 )

Таки м  образом , напряж ения, вызванные вы нуж денны м и д е 
ф ормациями в стерж не, о б ла д а ю щ ем  ползучестью , связаны  с  
упруго-м гновенны м и напряж ениям и  посредством  и н тегр а льн о 
го  уравнения  (4 .5 1 ).

П р и  стационарны х вы нуж денны х деф ормациях

о ( 0 = е 0(т  !> £ (/ )-  (4 .5 2 )
У сло в и е

* > х> Щ г  <  ° «  (4 .б з )

в с и л у  монотонности изменения £■(/), п озволяет п о лу ч и ть  из 
(4 .51 ) неравенство

» * ( * ) < « ( * ) •  (4 .6 4 )
Э то  неравенство показы вает, что  напряж ения, вы званны е 
стационарны м и вы нуж денны м и деф ормациями в стер ж н е, 
ж естк о  закрепленной ! п о  концам , всегда  меньш е у п р у го -м гн о 
венных напряж ений. Т а к о е  уменьш ение напряж ений и н а зы в а 
ется  релаксац ией .

6. П ЛО СКАЯ ЗА Д А Ч А  ЛИ НЕЙНОЙ 
ТЕО РИ И  ПОЛЗУЧЕСТИ

С  учетом  линейности  деф орм ирования м атериала , а т а к 
ж е ф орм ул  (4 .8 ) и (4 .10 ) при рассмотрении плоской  задач и  
линейной  теории п олзучести  прим енительно к о б о б щ ен н о м у  
п лоск ом у напряж енном у состоянию  принимаются так и е  ф и зи 
ческие зависим ости :

« (0 - * л * ) - м о * 9* т
т ■ Л -

, db(t,x)
--6У *)

ЭВ^л,)
дх

1
J * + i 'JC0( t )
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, (* )■
°*y(0-v ,(0«V 0

= E[t)
Г Г  * ,

- j L e W - 3 T

db{i.т) .
ЖгС*')

dW , X)
дъ й?Л  еу0( О

Т%у= е (-1+"1̂ ) ' г / (0 - ^ у(т)^[£(^,т)+ 8 1(А ,) ]^ }  *, (4,55)
•и

где: ®л:о(0» еуо(0 —вынужденные деформации (эти де
формации в общем случае являются функциями геометриче
ских координат х и у и времени t) .

Поскольку геометрические условия совместности дефор
маций и условия равновесия не связаны с деформативными 
свойствами тела, можно пользоваться соответствующими за
висимостями теории упругости.

Будем полагать, что напряженное состояние вызвано дей
ствием внешних сил, приложенных к контуру, или вынужден
ными дефор мадиями. Подставив (4.55) в уравнение совмест
ности деформаций

d h x * ( t )  _ d V < 0 _ d V < '>  /4Свч
dp ' д* Шу~’ (4ЪЬ'

после введения функций напряжений (q>*(/) =<р*(х, у, /)]

Ч * )
а у ( 0

~  ду* ’ дх* ’ ху* ( 0 = - дхду (4.57)

и выполнения преобразований, совершенно аналогичных 
Преобразованиям при выводе бигармоничеокото уравнения 
плоской задачи теории упругости, придем к такому интепро- 
дифференциальному уравнению.

v V ? . * ( 0 - f  i o J  (4.58)

v2= d x t + d y ^

~\

<2(0 = ду3 d*a '

При напряженном состоянии, вызванном изменением тем
пературы, равномерным по толщине диска и равным \(х , у, 
0 .

*  В зависимостях (4 ,55 ), а такж е в зависимостях и уравнениях, о т 
носящихся к обобщ енному п лоском у напряж енному состоянию и написан
ных далее, напряжения и деф орм атои  д ля  сокращ енна показ аош как 
функции времени t\ фактически они зависят и от геометрических коорди
нат X и у.
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ф ункция Q (/ ) п риним ает  вид

2 ( * ) = а у 2&(0»

гд е  а  —  коэф ф ициент ли н ей н о го  тем п ер атур н ого  р асш и рен и я . 
В  с л у ч а е  и зучения  в ли я н и я  усад оч н ы х  деф орм ац ии

2 ( * ) = V % 0( 0 .

Е сли  н ап ряж ен н ое  состоян и е вы зван о  т о л ь к о  внеш ним и  
контурны м и  си ла м и , т о  ел о (0 = 0 >  еу о М = 0» Q ( ^ ) = 0  и 
ур ав н ен и е  (4 .5 8 ) п р и н и м ает  вид

t

V 2 V2<f* ( 0  — •E(t) J  V2V2<P* ( 'с) ^ г ^ ' с= ° -  (4 .5 9 )

О тн о с и тел ь н о  ф ункции V 2V 2<p*(7) эта  однородное и н т е г р а л ь 
н ое ур ав н ен и е  В о льт а р р а  в тор ого  рода. В  с оотве тс т у  ю щ е м 
р а зд е л е  м а тем а ти ч еск о го  а н а ли за  док азан о , ч то  та к и е  у р а в 
нения не им ею т реш ений , о тли ч н ы х  от тож деств ен н ого  н у лю , 
т. е.

(4.60)
Э то  уравнение п о лн о стью  совпадает  с соотв етств ую щ и м  

ур авнением  теори и  уп р угости . С лед ов ательн о , ф ункция  н а 
пряж ений  в р а ссм атр и в аем ом  с лун  а е ср* (t) и ф ункция н а п р я 
ж ений  уп р уго -м гн ов ен н ой  задач и  <р(/) д олж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  
о д н о м у  и том у  ж е  ди ф ф ер ен ц и альн ом у  ур авнению  (4 .6 0 ).  Н о  
ф ункция напряж ений  зави си т  ещ е и от ус ло в и й  на к он тур е , 
зап и сы в аем ы х  в виде н ек отор ы х  д оп о лн и тельн ы х  ур ав н ен и й . 
И д ен тич ность  таки х  д оп о лн и т ел ь н ы х  уравнений при р еш ен и и  
задачи  с уч ето м  п о лзуч ести  и реш ении уп р уго -м гн ов ен н ой  
задачи  св и д етельств ует  об  отсутствии  зависим ости  у с л о в и й  на 
кон тур е  от  п о лзуч ести . П о э т о м у  д л я  диска с у с ло в и я м и  на 
контуре, не зав и сящ и м и  о т  п о лзуч ести , при п лоск ом  о б о б щ е н 
н ом  нап ряж ен н ом  состоянии , вы званном  внеш ними си ла м и , 
сп р а в ед ли в ы  равенства

а*Л0=аЛ*)’ °%(<)—«,(*)• 'c*ry(0= V 4- (4.61)
У с ло в и я  на к он тур е  не за в и ся т  от п олзучести  в с л е д у ю щ и х  
с л у ч а я х :

1) когда  они задан ы  в напряж ениях, т. е. ко гда  они  з а п и 
сы ваю тся  к ак  ур авн ен и я  равн овеси я  элем ен тар н ой  т р ех гр а и - 
ной призм ы
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A’(0 = 3 jr*(tf)sina-fTry*(tf)cosoi, K(£)=o* (/Jcosa+'t* (<)sina,
(4.62)

совершение аналогичные соответствующим условиям упруг о- 
мгаовенной задачи (а — усол_на клоп а касательной к контуру 
по отношению к оси х; X и У — проекции внешней нагрузки 
на координатные оси).

2) если на контур наложены абсолютно жесткие связи, 
т. е. если

£ /**(0 = 0 , К % (0=0  (4.63)
и выполняется условие

V2*(/»T) ~  vi(0 —v,=  const, (4.64)
приводящее к равенству [см. (4.13)]

(4-65)

Утверждение о независимости условий (4.63) от ползуче
сти доказывается следующим образом. Приняв во внимание 
уравнения Коши

6.г*• (О
w *k(t)

д х  ’ • у Л О
_ d v k*{t)
~  ду •

(4.66)

а также (4.55) и (4.65), записываем формулы для определе
ния перемещений с уметам ползучести

к  л о  -

-  Д О К Л т) - ^ у Л * ) ] ^ ^ * 4 * л * ( 0 ,  (4.67)

-  Я Ь Л ' Ь ^ Л * )  \(1у Щ г '(1х+ гу ^ ) -
*1

Индекс «к» указывает, что речь идет о значениях па контуре.

В рассматриваемом случае, при ^ ( 0 —0; еу0* (/)=Ю, 
эти формулы позволяют представить условия (4.63) в виде 
такой системы уравнений:
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f  [ °xk* (0 - v°y k {t )]d x - E (t ) \ J [ о*,*(т) -  V3yfe*(x) ]d x ^ ^ d -z==0

(4 68)
t

$ l<3y/l*(t)-''°rt:*(t)]dy—E(t)S!iley/l*(‘r)—™_rk*(-')]dy¥^f}d?=0.
T1

Нетрудно заметить, что относительно функций

* » , * * ( * )  №х > \ [ аук *{.Щ -^хЛ ^\Л у

эти уравнения являются однородными интегральными урав
нениями Водьтерра II рода. А как уже указывалась, такие 
уравнения не имеют решений, отличных от тождественного 
нулю. Поэтому условия на контуре, записанные с учетом 
ползучести (4.68), принимают вид

wey**TO]<*-*=0» (4.69)
Эти условия полностью совпадают с условиями упруго- 

мгновенной задачи, следующими из (4.68) при Ti =  /.
Для определения перемещений точек тела, вызванных 

внешними силами, при контурных условиях, не зависящих от 
ползучести, можно получить формулы, аналогичные (4.43)

t

U *(t)=U (t)-$U (x)E(x)d*g$dx,
Ч
t

V *(t)=  V (t )- \  V*(x)E(x)d~ ^ d x ,  (4 70)
Ti

где U(t) и V(t) — перемещения упруго-мгновенной задачи 

V { t ) ^ ^ \ c y{ t ) - ^ x(t)\dy. (4.71)

При действии контурных сил, постоянных во времени,

и » )  = J 3-r(T ‘ l Z V3>'{T ,)
д о

dx,
) — V3r(T ,)

dy (4.72)

27



и со гласн о  (4.70)

^ н а д п + а д с ^ . т , ) ] ,  v r̂ ) = v ^ ( t 1) [ i + £ ( x 1)C (/ ,t I ) ] .
(4 .73)

В  си лу  (4 .4 ) и (4 .5 ), последн и е зависим ости  м ож но вы ра
зить через характеристику ползучести

£ / * ( 0 = ^ ы 1н - 'р м ь  ^ ( ( ^ v ^ m + ^ . T , ) ] .  (4 .74 )

гд е  U(%\) и F ( t i ) — перем ещ ения в момент п рилож ения  на
грузки , т. е. упругие перем ещ ения.

П ри  вы полнении практических расчетов, т е при провер
к а *  элем ентов  сооруж ений по в тор ом у п р ед ельн ом у  со стоя 
нию , проектировщ ика интересует максималы ное перемещ ение, 
развивавш ееся в течение всего  периода  процесса, т. е. три 
/ —со. В соответствии с (4 .74 )

£У*(оо) =  £/(*,)( Н-?(оо,т1)], V *(oo)=l/(x1)(l-f<p(oo,T1)].
П оск ольк у  линейная теори я  п олзучести  основана на прин

ципе налож ения, то п ерем ещ ения от  сум м ы  кратковрем енно и 
д ли т ел ь н о  действую щ их н а гр узок  м огут  подсчиты ваться по 
ф орм улам

t/*(co )= i/ft(x1)+t/% (co), ^ ( c o ) = F ft(T1)-b V (o o ),

г д е  {/ * (* , )  и К 4( т , ) — перем ещ ения от кратковрем енны х на
грузок, 1̂ ?*(<») и £/?*(o o )— перем ещ ения  от д ли тельн ы х  на
гр узок .

Д а л е е  переходим  к изучению  напряж енно-деф орм ирован
н о го  состояния диска, вы званного  вы нуж денны ми д еф ор м а
циями.

П р и  напряж енном  состоянии, вы званном  то льк о  вы нуж 
денными деф ормациями, т е. в с луч а е  S y o ^ ^ O ,
функция напряж ений уп руго-м гновенной  задачи  (п = = / ),  со- 
■гласно (4 .58 ), разы скивается из диф ф еренц иального  ур ав н е
ния

v V ' K ^ ^ X O 2 ^ ) -  (4 .75 )

Исклю чи© £2(f) с п ом ощ ью  i(4 .75 ) из (4  5 8 ), получим  ур ав 
нение

/
V V ?*(0~£(0jvV ?*(*)^ ^ ^ = vV < p (0 . (4.76)

'1
С&язывающее функцию напряж ений, вы числяем ую  с учетом
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полн ы х  деф орм аций , cp* (t) с функцией напряж ений уп р уго - 
мпнавенной задачи  <р(t).

И з (4 .76 ) с л е д у е т  и н тегральное уравнение
t

<Р * ( t )-E (t)fc *(x )  (4 .7 7 )

_ ч
где q>(f) — неизвестная функция, удовлетворяю щ ая  од н о р о д 
ному диф ф еренц иальном у уравнению

V 2V 2̂ ( 0 = 0 .  (4 .78 )

В озм ож н ость  перехода от (4.76) к (4.77) становится оче
видной, если  к (4 .77 ) применить опператор V 2V 2. Н о  ин

тегр альн ое  уравнение (4 .7 7 ), без <р(0. не содерж ит цроиз^ 
вольны х функций, необходим ы х д ля  учета на контуре специ

фики влияния п олзуч ести ; функция <р(/) п озволяет  ввести в 
реш ение эту специфику.

П ри  услов и ях  на контуре, не зависящ их от п олзучести , 
ф ункция ф (/) п олн остью  описывает состояние кон тура . С л е 

д овательн о , ф ункция <р(/) д олж н а  на контуре приним ать н у 
л ев ое  значение. В си лу  сказан н ого  и однородности (4 .7 8 )

Ф (t) = 0  (4 .79 )

П оэтом у  при усло в и я х  на контуре, не зависящ их о т  п о л з у 
чести, функция напряж ений ф * (0  связана с ф ункцией н а 
пряж ений уп руго-м гновенной  задачи  <р(/) с пом ощ ью  инте
гр а льн о го  уравнения

I
? * ( т ) - - £ ( * ) £ * * ( * ) ^ Л - * ( т ). (4 .8 0 )

"I
Н апряж ения  °х* (t). зу* (/ ), x*xy[t) определяю тся через ф * (0  
по ф орм улам  (4 .6 7 ).

И з  сказан н ого  след ует , что в диоке с условиям и  на к о н 
туре, не зависящ им и от ползучести , при обобщ енном  п лоск ом  
состоянии, вы званном  вынуж денными Деф ормациями, н ап ря
ж ения, оп р ед еляем ы е с учетом  п олзучести ,— ° / * (0 [ajc*(0>°*y(^)> 
х % у(*)1 связаны  с напряж ениям и упруго-м гновенной  зад ач и  
ai ( 0 [ ajr (0 »°yW *T^ y (0 1 с  пом ощ ью  интегрального  уравнения

/
оW ) - E ( t )  | о / ( . ) ^ М * = а Д 0 .  (4 .8 1 )

*=1
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Полезно заметить, что это уравнение совершенно аналогично 
уравнению (4.51), описывающему напряженное состояние 
стержня ври наличии вынужденных деформаций.

Н еобходи м о  рассм отреть, в каких случ а я х , при наличии  
вы нуж денны х деф ормаций, услов и я  на контуре не зависят  от  
п олзучести .

У слов и я  на контуре не зави сят  от п олзучести  и при н а 
пряж енном  состоянии, вы званном  вы нуж денны м и деф ор м а 
циями, если  они представлены  в  виде (4 .62 ) или  (4 .6 3 ). Э то  
утверж дение д ля  (4.62) очевидно; д ля  (4 .6 3 ), т. е. д л я  с л уч а я

« * л ( 0 * 0 .  • * * > ( * ) *  о, (4 .82 )

тр ебует  обоснования.
П риравняв к нулям  правы е части (4 .67) и вы разив  с п о 

м ощ ью  полученны х уравнений, при t i =t, вы нуж денны е д е 
ф ормации через напряж ения упруго-м гновенной  задачи , пред
ставим  условия  на контуре (4 .63 ) в виде

t

*1
=  ^ [a-r*(0 'vay*(OI^*>

f (4.06)

§layk*(t)-^xk4t)]dy—E(t) J loyk* (% )-n *xk(%)] dy
ti

‘to*k (. t )\dy .

К а ж д ое  из этих уравнений отн оси тельн о  функций

J [ « . * * ( 0 — * » , * * ( * ) ]< * * ,  £ К Л * ) - ^ * ( 0 1 < * У

являетоя  неоднородным и нтегральны м  уравнением  В о льтер р а  
второго  рода. С труктура  этих уравнений такова, что если  на
пряж ения ох* (t) и оу* (/ ) уд ов летв ор яю т уравнению  (4 .8 1 ), 
т о  они удовлетворяю т и (4 .8 3 ). П о ск о льк у  в (4 .81 ) вся ин
ф ормация о б  услови ях  на контуре содерж ится в реш ении 
упруго-м гаовеы ной задачи  a/(t) , т о  м ож но считать, ч то  и в 
данном  случае  п олзучесть  не оказы вает  влияния на услови я  
на контуре.

Е сли  вынуж денные деф орм ации  линейны  по геом етриче
ским координатам  х и у, то Q (t )=  0 и функция напряж ений 
определяется  из ди ф ф еренц иального  уравнения (4 .6 0 ). В -
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этом  с л у ч а е  о тсутств и е  связей  на кон туре  м ож ет  б ы т ь  з а п и 
сано, как  о тсутств и е  контурны х усилий , т. е. в с и л у  (4 .6 2 ) и 
(4 .5 7 ) в виде ур авн ен и й

ау(<)
ду2 Sin а

d2f*(t)
dxdv cos  а = 0 , dV(0

djfl c o s e n
" дхду

П о с к о л ь к у  ур авн ен и е (4 .60 ) и контурны е у с ло в и я  о д н о 
родны , т о  ф ункция  на 1др 1яж ений <р* (/ ) тож дествен н о  раина 
н улю ; с л е д о в а т е л ь н о , раины  н улю  и напряж ения.

К а к  б ы л о  в ы я в лен о  ранее, в с л у ч а е  наличия  на к о н тур е  
ж естк и х  связей  д о л ж н ы  вы п олн яться  услови я , п р ед ст а в ле н 
ные в  виде ур авн ен и й  (4 .8 3 ). П ри  8 * ,o (0 ^ 0 »  н а п р я 
ж ения  у п р у го -м ш о в ен н о й  задачи  о ,А(/ ) и зуА(/ ),  в х од я щ и е  
в правы е части  этих уравнений  отличны  от н у л я  и в с и л у  
(4 .6 7 ) (t i  =  0  м о гу т  бы ть  оп ределен ы  из таких за в и си м остей

S К * (0 —*«**(/)] dy+E(t)sy0k(t)^Q.
И з  э т о го  с л ед ует , ч то  уравнения  (4 .8 3 ) н еодн ор одн ы  и 

ф ункция нап ряж ен и й  <р (< )*, а та к ж е  соответствую щ и е н а п р я 
ж ения , —  отли чн ы  от н уля . И  п о ск о ль к у  ур авн ен и я  (4 .8 3 ) 
уд о в летв о р я ю тся , е с ли  уд о в летв о р я ю тся  ур авн ен и я  (4 .8 1 ) , т о  
в ли я н и е  п о лзуч е ст и  на н ап ряж ен н ое  состоян и е не и м еет  н и к а 
ких особен н остей . Э то т  р е з у л ь т а т  показы вает, ч то  в д и ск а х , 
о б л а д а ю щ и х  п о лзу ч е ст ью , как  и в уп р уги х  ди сках , в ы н у ж д е н 
ны е деф ор м ац и и , ли н ей н о  и зм ен яю щ и еся  по геом етр и ч еск и м  
коор ди н атам  х н у ,  в ы зы в аю т  нап ряж ен н ое состоян и е т о л ь к о  
при  нали чи и  связей , преп ятствую щ и х  ов об  одн ом у д е ф о р м и р о 
ванию . Е сли  эти  связи  а б с о лю т н о  ж естки , это  в ли ян и е п о л з у 
чести  уч и ты в ается  с п ом ощ ью  и н тегр альн ого  ур ав н ен и я  
(4 .8 1 ). И н а ч е  обсто и т  д е л о  в  с л у ч а я х , когда  на  к о н тур  и ли  
е го  ч а сть  н а ло ж ен ы  п одатли в ы е  овязи. У сло в и я  на к он тур е , 
зап и сан н ы е с  п ом ощ ью  (4 .6 7 ), п о луч аю т  д оп о лн и т ел ь н ы е  с л а 
гаем ы е, учи ты ваю щ и е характеристики  деф ор м ати вн ости  св я 
зей. И н ы м и  слав ам и , уравнения , описы ваю щ ие у с ло в и я  на  
контуре, о т ли ч а ю т ся  о т  ур авн ен и я  состояния и п о л з у ч е с т ь  
о к а зы в а ет  д о п о лн и т е л ь н о е  вли ян и е через у с ло в и я  на к он тур е . 
Э т о  о б ст о я т е л ь ст в о  п р и ход и тся  учиты вать  при  р еш ен и я х  р а з 
л и ч н о го  рода  кон так тн ы х задач , наприм ер , зад ач  о  н а п р я ж ен 
н о -деф орм и рован н ом  состоя н и и  м асси вн ого  б етон н о го  б л о к а ,  
л е ж а щ е го  на осн овании  из скалы  или  ранее у л о ж е н н о го  б е 
тон а .
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1. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ НАПРЯЖ ЕННОГО 
И ДЕФОРМ ИРОВАННОГО с о с т о я н и я  

ОДНОРОДНОГО ТЕЛА. СИСТЕМЫ, СОСТАВЛЕННЫ Е 
ИЗ ОДНОРОДНЫ Х ЭЛЕМЕНТОВ

Р е зу л ь т а т ы  вы к лад ок , п ри м ерн о  а н а ло ги ч н ы х  п р и в ед ен 
ны м в преды дущ ем  п арагр аф е , п о зв о л и л и  устан ов и ть  д л я  и з о 
троп н ого  и одн ор одн ого  т е л а  п р о и зв о ль н о й  ф ор м ы  о б щ и е  
п о ло ж ен и я  о  влиянии  ли н ей н ой  п о лзуч ести . Э ти  п о ло ж ен и я  
отн ооятся  к с л уч а ю , когда  сп р а в ед ли в ы  равенства

V2 * (^ , т ) = v i ( t )  = v = c o n s t  (4 .6 4 )

и услов и я  на поверхн ости  т е л а  не зав и сят  о т  п о лзуч ести  
(т ео р ем ы  Н . X . А р у т ю н я н а * ).

1. Е сли  напряж енное состоян и е т е ла  вы зв ан о  внеш ним и 
си лам и , т о  систем а н апряж ений  с учетом  п о лзуч ести  и и зм е 
нения во врем ени  м о д у ля  уп р уго -м гн ов ен н ы х  деф ор м ац и й  
ox*(t)  и т уг * (г )  тож деств ен н о  со в п а д а ет  с си стем ой  н ап р я 
ж ений  уп р уго-м гн овен н ой  за д а ч и  ax (t), ... *yZ(t), т. е.

-  *%,(<)=v(*)- (4-84)

2. Е сли  н ап р яж ен н ое  состоян и е в т е л е  вы зван о  ф актор ам и , 
связан н ы м и  с вы нуж денны м и  деф ор м ац и ям и , как  наприм ер , 
тем п ератур н ы м и  воздействиям и , н еравн ом ерн ы м и  о са д к а 
ми опор, усадкой  и т. д ., т о  н ап ряж ен и я  в этом  т е л е  °x *(t) ,  
... Ту* *  ( 0  с учетом  п о лзуч ести  и и зм ен ен и я  во врем ени  
м о д у ля  уп р уго-м гн ов ен н ы х  деф ор м ац и й , связаны  с со о т в ет ст 
вую щ им и  н ап ряж ен и ям и  уп р уго -м гн ов ен н ой  задач и  о * (/ ) , . . .  
Туг (/ ) такими ин тегральн ы м и  ур ав н ен и ям и :

/

....................Т' ............................................  (4 .8 5 )

*=1*
И сслед ов а н и е  величин  погреш н остей , в о зм о ж н ы х  в с и л у  

(4 .6 4 ) при вы полнении  расчетов  стр ои тельн ы х  конструкций , в

стр 8.
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ч астн ости  бетон н ы х  конструкций , п о к а за ло , что со о т в ет ст в у ю 
щ ие р асхож ден и я  при воздей стви ях  эк сп луатац и он н ого  у р о в 
ня не превы ш аю т 5 % .

О чеви дн о , ч то  у с ло в и е  (4 .6 4 ) в о об щ е  о тп а д а ет  во  в сех  
с л у ч а я х , когда  коэф ф ициент п оп еречн ого  расш ирения не у ч а 
ствует  в ф орм ировании  н ап р яж ен н ого  состояния . Э т о  и м еет  
м есто  при о бо бщ ен н о м  п лоск ом  напряж енном  состоян и и , е с л и  
у с ло в и я  на кон туре  зад ан ы  в напряж ениях  (см . п р ед ы д ущ и й  
п а р а гр а ф ), в о б о ло ч к а х  н екотор ы х типов и стер ж н ев ы х  си 
стем ах  с ж естким и  спорны м и  связями.

ищи

п

in п т

1

Р Ф

■ d

П о л о ж е н и я  1 и 2, сф орм ули рован н ы е выш е, сп р а в ед ли в ы  
не толы ко д л я  о тд ельн ы х  тел , но и д л я  систем, о б р а зо в а н н ы х

из тел , о б л а д а ю щ и х  о д и н а 
ковы м и х ар ак тер и сти к а м и  
деф орм ативности  и с в я за н 
ны х м еж д у  со б о й  ж естк и м и  
связям и . Т а к и е  си стем ы  н а 
зы ваю тся  си стем ам и , с о 
ставленны м и  из о д н о р о д н ы х  
элем ен тов . В  о д н о р о д н ы х  и 
и зотропны х т е л а х  и с и ст е 
м ах, со став лен н ы х  из о д н о 
родн ы х  элем ен тов , при  д л и 
т ельн о м  действии вн еш н и х  
си л  ли н ей н ая  п о л з у ч е с т ь  н е  
в ли я ет  на н а п р я ж ен н ое  с о 
стояние, но в ы зы в ает  н а р а с 
тан и е перемещ ений. П р и  в ы 
нуж ден н ы х  д еф ор м а ц и я х  

п о л зуч е ст ь  приводит к и зм енению  всех  напряж ений  и в н у т 
ренних у си ли й  по о д н о м у  и то м у  ж е  закону .

Рис. 10.

П е р ер а сп р ед елен и я  вн утренних  у си ли й  во врем ени  и в 
том  и в  д р у го м  с л у ч а е  нет. В се ск а зан н ое  о  вли ян и и  п о л з у 
чести на н а п р я ж ен н ое  и деф ор м и рован н ое  состояния и зо т р о п 
ных и одн ородн ы х  тел  и систем , составленны х из о д н ор од н ы х  
элем ен тов , у д о б н о  п р о и ллю стр и р о в а ть  с п ом ощ ью  сх е м а т и ч е 
ской  м о д ели  с  одной  связью , о б ла д а ю щ ей  уп р уги м и  св о й ст в а 
ми и п о лзуч е ст ью  (ри с . 10 ). П р и  действии  внеш них си л  п о л 
зуч есть  связи  1 в л и я е т  т о л ь к о  на перем ещ ения. П р и  н али ч и и  
вы н уж ден н ы х  деф ор м ац и й  в связи  1 за тухан и е  н а п р яж ен и й  
и ли  у си ли й  в ней опи сы вается  ин тегральн ы м  ур ав н ен и ем  
вида (4 .8 5 ).
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И з  всего  ск азан н ого  в этом  п ар а гр аф е  п р и м ен и тельн о  к 
р а сч ету  стерж невы х статически  н ео п р ед ели м ы х  систем  ( б а л 
ки, рамы , арки ) м ож н о с д е л а т ь  с л ед у ю щ и е  вы воды :

I. П о ск о льк у  вн утрен н и е у с и ли я  Л 4 * (0 ,  Q *(t), N *(t) я в 
л я ю т с я  величинам и  и н тегр альн ы м и  отн о си тельн о  напряж ений , 
то :

а —  при действии  внеш них си л

M *(f)= M (t)  (4 .8 6 )

б —  при наличии  вы н уж ден н ы х  д еф ор м ац и й

t
M *{ t ) - E ( t ) \/ И * ( т ) - ^ Л = = М ( / ) ,  (4 .8 7 )

гд е  M(t) —  и зги баю щ и е м ом енты  уп р уго-м тн овен и ой  задач и . 
Т а к и е  ж е зави си м ости  сп р аведли вы  д л я  Q*(t) и N *(t).

2. П ри  действии внеш них сил, в след ств и е  (4 .8 6 ), п ер ем е
щ ения  в у с л о в и я *  д л и т е л ь н о г о  д ей стви я  н а гр узк и  о п р е д е л я 
ю тся  через уси ли я  уп р уго -м гн ов ен н ой  задач и , совер ш ен н о  
т а к  ж е, как в п ятом  п ар а гр аф е  о п р ед еля ли с ь  п ер ем ещ ен и я  
с ж а т о го  стерж ня. П о э т о м у  л ю б о е  перем ещ ен и е стер ж н евой  
систем ы , в частности  п роги б  f*(t)  при н а гр узк е , постоянной  
в о  времени, м ож ет  вы ч и сля ться  с п ом ощ ью  ф о р м улы  
[см . (4.45)1

г а  =/4 *0 (1 1 + < р (/, т ) ] ,

гд е  f(xi) — уп р уги й  п роги б  в м ом ен т t = ть

8. П РИ М Е РЫ  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  П Е РЕ М Е Щ Е Н И И

П рим ер  1. О п р ед ели ть  п р о ги бы  Д  и / ? д ер ев я н н ой  б а л 
ки  перекры тия при к р атк ов р ем ен н ом  и д ли т е л ь н о м  действии  
равн ом ерн о  р асп р еделен н ой  н а гр узк и  q.

Д ан н ы е  д ля  расчета . Р а сч етн ы й  п р о лет  /р = 6 ,0 мт, п оп е
р еч н ое  сечение б а лк и  h x b  =  2 6 X 1 8  см , харак тери сти ки  д р е в е 
сины  £= 1 ,6 -1 0 ® , ф =  1, <7=360 кг/м.

f  _  5?/р* _  5 -3 .6 -6М О О М 2 

f * = 384E I ~  384-1,6-10s-18-263 =  * ’ 4 3  СМ‘

/ ,= = / * (  1 + ? ) = Л (  1 +  1 ) = 2 / * = 2 , 86 см .
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П р и м ер  2. О п р ед ели т ь  п олны й  ( t = c o )  п роги б  ж е л е з о 
бетон н ой  п р ед в а р и тельн о  напряж енной  балк и  первой  к а т е го 
рии тр ещ и н остой кости , и м ею щ ей  поп еречн ое  сечен и е  с о г л а с н о  
рис. 11а, и зготов лен н ой  с  н атяж ением  н а  б е т о н * .  П р е д в а р и 
т е л ьн о е  о б ж а т и е  п р ои зв од и тся  п о сле  достиж ения  б ет о н о м  
проектной  м арочн ой  п рочн ости  в возр асте  t i = 2 8  су то к . Б а л к а  
ш арнирно  о п ер та  по кон ц ам  и им еет расчетны й  п р о л е т  
/р = 4 1 ,2  м; р а зм ер ы  п оп еречн ого  сечения и геом етр и ч еск и е  
хар ак тери сти ки , н ео бх о д и м ы е  д л я  расчета, п ок азан ы  на 
рис. 11. С обств ен н ы й  в ес  б а лк и  ? с = 2 ,0  т/м; п о ст о я н н а я  
эк сп луата ц и он н а я  н а гр у зк а  д» = 0 ,9 6  т/м п р и л о ж е н а  при  
Т 2 = 0 0  су то к . Б етон  м арки  400, Е = 3 ,5 -105 кг/см2, С  (28 , оо )  =  
=  5 ,0 - 10~6 ом 2/кг, С  (90, о о )  = 3 ’,75 • 10~6 с м 2/кг. А р м а т у р а — из 
14 п учков  в ы сок оп рочн ой  холод н о тя н уто й  п р ов олок и  о б щ е й  
п ло щ а д ь ю  FH = 6 6  см 2; нап ряж ен и я  в а р м а тур е  он=  
= 9 0 2 9 ' юг/см2.

Е сли  не уч и ты в ать  о сн о с и те ль н о  н еб ольш о го  вли ян и я  а р 
м атуры  на ж естк ость  б а л к и , а такж е потерь п р ед в а р и т ел ьн о 
го  н ап ряж ен и я , п р о и сх о д я щ его  п о сле  о бж а ти я  б е т о н а , то  
п р о ги б  б а лк и  м о ж е т  б ы ть  вы числен , исходя из р асч етн ой  
схем ы , показан н ой  на  рис. 11 **. С и ла , о бж и м а ю щ а я  б а л к у , 
N„, п р и лож ен а  - на ур о в н е  центра тяж ести  арм атуры  и равн а

N „ = F Hc„ = 6 6  X  9 0 2 9 = 5 9 4  т .

М о м ен т  о т  эти х  си л , о тн о си тельн о  центра тяж ести  б е т о н  
н ого  сеч ен и я

A f„= A ^ „y_6 = *5 9 4 X il = 5 9 4 * т м .

С н а ч а л а  о п р ед еля ем  в ер ти к альн ы е  перем ещ ения ср е д н е го  
сечения б а лк и , со зд а ю щ и еся  при прилож ении  н а гр узк и  и п е 
редаче уси ли й  п р ед в а р и тельн о го  обж ати я  на бетон .

П р о ги б  о т  со б с тв е н н о го  веса  б а лк и

*  5qct* __ 5 ,2 0 - 4 1 .2 М  О8 _ л
* с—  3 8 4  £ 7  ~ 3 8 4 -3 ,5 -  1 G M 7 .1  - 1 0 »“ * ’ '

СМ.

П р о г и б  о т  постоян н ой  эк сп луатац и он н ой  н агр узки  

*  _  5-9,6-41,2 М 0 *
/кэ“  Ш Т1 384-3,5 Юе-4 7 ,М 0 б ~ ^ ,1/ с м '

* Типовой проект серив 3— 503— 12, шш. №  384/31, вып. 2, Г П И  
Союадорпроект М., 1968.

* *  Р е ш е н и е  з а д а м и  с у ч е т о м  в ли я н и я  п е р ер а с п р ед е лен и я  у с и л и й  м е ж д у  
арматурой и бетоном см. в книге И. Е. П р о к о п о в и ч а ,  упоминав
шейся на странице 8.
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Вы гиб от сил п редвари тельн ого  напряж ения

f  __ Мя1г 594-105'41,2’-104
■'ня~  8 EI ~~ 8-3,5- 10М7.Ы0* — 7,65 см>

Ь * 2 Ю ,

*пП80, | н» 6о,

q h«25.  
ftet г а гм е р ь !
А .ли vi a  c k v .

3 * « Д - 1 | * в к А

§

Л » |у Я<I f l l f l l K I l I f l f l l f f »  '1 !1И !Н 11Н И !!И И И !И И !Н И И И Н ;

П ерем ещ ения при д ли тельн ы х  воздействиях вы числяю тся 
по ф орм уле, содерж ащ ей  вели чи н у характеристики  п о лзуч е 
сти ф (#, T i).

В  р асом а трив а ем ом сл уч а е  при t =  со
?(со ,28)=£С (оо ,28)=3 ,50-105-5,00-10-6=1 ,75 ,

9(оо ,90)= Е С (  оо ,90)=3,50 • 105 • 3,75 • 10~6=  1,31.

П оэтом у с учетом  возраста  бетон а  к м ом енту п р и лож е
ния дли тельн ы х  воздействий
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/лс=/кс[ 1 +  <р(00 ,28 )] = 4 ,5 2 [ и - 1,75] *  12,4 см , 

/ д э = Л » [ 1 + ? ( с » , 9 0 ) ] = 2 , 17J1 +  1.3 1 ]= 5 ,01 см ,

/ д в = / кв[ 1 + ? ( оо ,28 ) ] = 7 , 6 5 X 2 ,7 5 = 2 1  см .

С  учетом  н ап равлений  составляю щ их перемещ ений п олн ы й  
прогиб

Л = Л с +  f q* - f q, =  1 2 ,4 +  5,01 — 2 1 ,0 = — 3,59 см .

Э то т  р езультат  показы вает, что от  собственного  веса, п о 
стоянной эксп луатац и он н ой  «а гр у а к и  и си л  п р ед вар и тельн ого  
напряж ения средн ее  сечение балки  перем естится в в ер х , т- е. 
б а лк а  получи т  вы гиб. П р и  ан али зе  полученного  вы вода н уж 
но иметь в виду, что б а л к а  входит в пролетное стр оен и е  моста  
п о д  а в том оби льн ую  д о р о гу  и работает  ещ е .на зн ач и тельн ы е  
временны е нагрузки .

9. О П РЕ Д Е ЛЕ Н И Е  НАПРЯЖ ЕНИЙ И УС И Л И Й , 
ВЫ ЗВАННЫ Х ВЫ Н УЖ ДЕН Н Ы М И  Д Е Ф О РМ АЦ И Я М И , 
ИЗМ ЕНЯЮ Щ ИМИСЯ ВО ВРЕМЕНИ ПО Р А З Л И Ч Н Ы М  

ЗАКОНАМ. КО ЭФ Ф И Ц ИЕН ТЫ  ЗАТУХАНИЯ 
НАПРЯЖ ЕНИЯ

Е сли  напряж енное состояние однородного  и и зотроп н ого  
тела  вы звано вы нуж денны м и деф ормациями, а у с ло в и и  на 
контуре не зависят  от п олзучести , то реш ение уш руячнм то- 
венной задачи  всегда м ож ет бы ть представлено в в и д е  таких 
произведений

ax(x,y ,z ,t)=E(i) Tx{x,y,z,t)...? (x,y,z,i)=E(t)Tvt(x,y,z,i).
(4 .88 )

Н априм ер , т ер мои аир яж  ен н ое состояние длинной  п олосы  
при приращ ении  тем ператур , постоянном  в д оль  оси  х, п ер е
менном по оси у (рис. 12 ), описы вается так:

ox(y,t)=E(t)<x[ni(t)^2n ,(t)y-H y,t)}, ° у= 0 , tjcy—0,
ni =  F{t)l2h, «2 = 3 S (/ )/ 4 ^ 3, (4 .89 )

причем F(t) и  S(t)  —  п лощ ад ь  и статический м ом ен т  о т 
н осительно  оси х эпю ры  изменения температур за  р а ссм а т 
риваемы й п ром еж уток  времени. С опоставление (4 .88 ) с (4 .50 ) 
показы вает, что в общ ем  реш ении задачи  теории п олзуч ести  
Tx(t), ... Туг(1) и граю т ту ж е роль , что е о (0  в за д а ч е  о
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сж атом  или растянутом  стерж не. С лед ов ательн о , реш ение, 
скаж ем , первого и н тегральн ого  уравнения (4 .85 ) м ож но з а 
писать так:

t
ox*(t) =  E(t)[ Tx( t ) + \  Tx(t)R(t,x)dz\. (4 .90 )

n
Вы раж ения д л я  определения  внутренних усилий  уп р уго- 

мпновенной задачи в стерж невой  системе, составленной  из 
одн ородн ы * элементов, т о ж е  им ею т вид

M (t)=E(t)Tu{ty, Q (t)=E {t)T Q(t), M H W W .  (4 .91 )

П оэтом у реш ение и н тегр альн ого  уравнения (4 .87 ) уд обн о  
представлять  так: t

A f * ( 0 = f  (O IT 'mW + J  (4 .92 )
ч

С ледовательн о, в рассм атриваем ом  случ ае  в ли ян и е л и 
нейной ползучести  на напряж енны е состояния сж атого  или 
растянутого  стерж ня, статически н еоп р ед ели м ы * стерж невы х 
систем и трехм ерного  т е ла  п роизвольной  ф ормы, при  условии  
(4 .6 4 ), —  соверш енно одинаково. Р а зум еется , это  с л ед ует  из 

полной  идентичности и н тегр альн ы х  уравнений (4 .5 1 ), (4 .85 ) и 
(4 .8 7 ). С  практической точки зрения важ нейш им  является  
случай  стационарны х вы нуж денны х деф орм аций

Tx{x,y,z,t) =  Тх(х,у Ty£xty  ,zyi)— TyZ{x,y,z,xi). (4 .93 )'

С о гла сн о  (4 .90)
t

« *Щ = Е а )Т хЫ  1 +  J R (t^)dz}. (4 .94 )
4
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В соответствий  с оп ределен и ем  (4 .8 8 ), п рои зведен и е , 
сто я щ ее  п еред  квадратн ы м и  скобкам и , является  реш ен и ем  
у пруго- м>гновеН'Ной за д а ч и ; сум м а, стоящ ая в квад р атн ы х  
ск обк ах , св я зан н ая  через р езо льв ен ту  с хар ак тери сти кам и  де- 
ф арматш вносги м а тер и а ла  (см . та бл . 2 ) ,  н азы вается  к о э ф 
ф ициентном  за ту х а н и я  напряж ений  и обо зн ач а ется  как  
# ( * ,  т , ) .

Ф о р м у л у  (4 .9 4 ) м ож н о  переписать так :
t

/ / M - i + f W / O  А .

(4 .9 5 )
С ов ер ш ен н о  а н а ло ги ч н о :

(4 .9 6 )

П о э т о м у  все оказан н ое  д а л е е  в этом  п арагр аф е о  в ли ян и и  
п о лзуч ести  на н ап р яж ен и я  сп р а в ед ли в о  и д л я  у си ли й .

Е сли  м а тер и а л  не о б л а д а е т  свойством  старения, т о

t

a=ET (xl), H(t—x1) = \ + § R ( t —x)dx.

(4 .9 7 )

П р и н яв  р езо ль в ен т у  в ф орм е (4 .3 8 ), получим

i
H (t—x , )= = ! —w^e-W-^dx,

что п о с ле  просты х п р еобр азов ан и й  приведет к ф о р м уле

причем

НЦ—х , ) =
1-НР ’

И ( 0 ) = 1 .  Я ( » ) = щ .

(4 .9 8 )

(4 .9 9 )

В то р о е  из этих равенств , совм естно в (4 .9 7 ), п о зв о л я е т  
зап и сать :

гд е  Ел — м о д у ль  д еф ор м ац и й  (м о д у л ь  полны х д еф ор м ац и й , 
д ли т ел ь н ы й  м о д у л ь ) ,  оп р ед еля ем ы й  через полны е д е ф о р м а 
ции.
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о Таблица 3
Формулы для вычисления коэффициентов затухания H(t, tj) Е(т)— E=Const

J3
е

2

Т е о 
рия

М ера
ползучести

К оэф ф ициент
затухан и я

О бозначения  в ф ор м улах  д л я  
коэф ф ициента затухан и я

1 Т У Н С 0[ 1 - « - т< ' - т )] 1 + ? е - г<' -Т1 )
1 + ?

9 = £ С 0, г = ( 1 + 9 )

2 т с 4 ( < ) - Л ( х ) 9 ( 0 - £ Д ( 0

3 н т с
( C 0-\ rA e ~ 1J )X

X t l - e - T W - x ) ]

я ( о о ) + 2 ± £ ^ - х 1) х

X W - ъ )

Я ( ~ ) = 1 - ^ / = ' ( ° )

а в - т » (< — ч )  
- ) - . - 1 + с + 1 Л  +

+  ( l + c + 7 I/ 7 ) ( l + c +2T fi/7 )+ " '

K ( t ~  Ъ ) = е  711 И  

с = £ С 0, a - E A e ^ 1' 1, r = 7 ( l + 0



Т а б л и ц а  Ф
Таблица коэффициентов затухания напряжений / / (°°»т/) Для  бетонных элементов

Т/— сутки

0,5 1 1,5 1,89 2 2.5 3 3,5 4 4,5 5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ” 10 п 12

28 0,629 0,420 0,294 0,228 0,213 0,159 0,122 0,094 0,075 0,060 0,049

45 0,659 0,460 0,336 0,270 0,254 0,198 0,158 0,129 0,107 0,090 0,077

65 0,687 0,500 0,380 0,313 0,298 0,240 0,198 0,166 0,142 0,122 0,107

90 0,715 0,540 0,424 0,359 0,343 0,285 0,241 0,207 0,180 0,159 0,142

120 0,740 0,578 0,466 0,402 0,386 0,328 0,283 0,248 0,220 0,197 0,178

135 0,750 0,591 0,482 0,419 0,404 0,345 0,300 0,265 0,236 0,212 0,193

180 0,771 0,622 0,518 0,457 0,442 0,384 0,339 0,303 0,273 0,249 0,228

230 0,764 0,642 0,542 0,482 0,468 0,411 0,366 0,329 0,299 0,274 0,253

300 0,793 0,656 0,558 0,500 0,486 0,430 0,385 0,349 0,318 0,293 0,271

400 0,798 0,663 0,567 0,510 0,496 0,440 0,395 0,359 0,328 0,303 0,281

1500 0,800 0,666 0,571 0,514 0,500 0,444 0,400 0,364 0,333 0,308 0,286

2000 0,800 0,666 0,571 0,514 0,600 0,444 0,400 0,364 0,333 0,308 0,286

Примечания. 1 П ри  пользовании этой таблицей необходимо помнить, что коэффициенты Я (с о ,  т ,)
вычислены в зависимости огг величин ф ( ° о , 28 ), при введении стационарных вынужден- 
ных деформаций при возрастао!; бетона т ^ 2 8 ,  45, 65, ... суток.

2. <р(оо, 28) =  1,89 соответствует эталонном у (среднем у) бетону (см. стр. 13 и П рилож е
ние 1 ).



С ледовательн о , напряж ения с  учетом  п олзучести  в теле , 
не обла д а ю щ ем  старением  и н аходящ ем ся  в у сло в и я х  с т а 
ционарны х вы нуж денны х деф орм аций, тр и  t=  оо м о ж н о  вы 
числить по ф орм улам  упруго-м гновенной  задачи  п р ед в ар и 
тельн ой  зам еной  Е  н а  Ед.

В  таблице 3  записаны  ф ор м улы  д л я  вы числения коэф ф и
циентов затухан и я  Я (£ , т ) ,  соответствую щ ие некоторы м  из 
вы раж ений, применяемы х д л я  описания меры  п олзучести .

К а к  видно из таблицы , ф орм улы , полученны е на основе 
Т У Н  и Т С , достаточно просты , на основе Н Т С — зн ачи тельн о  
слож нее. Д л я  облегчен и я  вы полнения практических расчетов 
в табли ц е  4 приведены величины  коэф ф ициентов затухан и я  
напряж ений в бетонны х элем ен та х , вы численны е по ф ор м уле , 
имею щ ей в табли ц е  3 порядковы й номер 3. П р и  составлении  
табли ц ы  4 приним алось Т| = 2 8  суток , Е (т )  = ч £ (2 8 ) =  £ =  
= C o n s t ,  а такж е в соответствии  с ф орм улой , приведенной на 
стр. 13, y i = 0,012 1/суткн, у = 0 ,0 0 6  1/сутки, С о = 0 ,5 0  
С (о о ,  28) ом2/кг, /1=0,70 С (о о ,  28 ) см 2/кг, чем у соответство
в а ло

с=0,50<р(оо,28), а=0,50<р(оо,28).
Рассм отрим  случай  вы нуж денны х деф ормаций, развиваю 

щ ихся по зак он у

Tx(x,y,z,t) =  Тх{ х , у , г ) \ \ (4ЛОО)

Е сли  реш ать задачу  на основе Т У Н  и принять р езо льв ен 
ту по (4 3 8 ),  то с пом ощ ью  (4 .90 ) получим

I
ox*(t) =  £ Т , {1  -  -  7 < p j ( l—  e - f ^ - ч )  ]*»- '«-•= ) }<*с.

п

Э то  вы раж ение м ож но переписать в виде, аналогичном  
первой ф орм уле (4 .95)

(4 .101)

где a(t ) — реш ение упруго-м гновенной  задачи . С о гла сн о  
(4 .88 ) и (4.100)

t

П

ox(t)= E T x\ \ - e - w - '* \ .
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Вычисление интепрала приводит к формуле
Ф г »__в—»■(<—-ч)

* 1 + т - -

^ е-г((~тх)
1 +9~Ш  У

(4 .1 0 2 )

С о ст о я н и е , у с та н о в и в ш ее ся  п о с л е  ок он ч ан и я  п р о ц е сса  п о л -  
з уч ести , к о гд а  t =  оо , х а р а к т е р и зу е т с я  таки м и  в е л и ч и н а м и

a , ( o o ) = £ 7 V ,  M9( o o ) = j^ .

Р а в е н с т в о  э т о го  к оэф ф и ц и ен та  и к оэф ф и ц и ен та  Я ( о о ) ,  
о п р е д е л я е м о го  с о г л а с н о  (4 .9 9 ), св я за н о  с  о т с у т ст в и ем  с т а 
р ен и я , т. е. с  н е за в и си м о ст ью  в ли я н и я  п о лзу ч е с т и  о т  в р ем е н и  
п р и л о ж е н и я  в о зд ей ств и й .

Р еш ен и е  за д а ч и  при  п ер ем ен н ы х  в ы н уж д ен н ы х  д е ф о р м а 
ц и ях  с п о м о щ ь ю  Н Т С  т р е б у е т  в есьм а  гр о м о зд к и х  в ы к ла д о к . 
П р и  в ы п о лн ен и и  п р а к ти ч еск и х  расч етов , на осн ов ан и и  п р и н 
ципа н а ло ж е н и я , м о н о т о н н о  в о зр а ста ю щ и е  и ли  м о н о т о н н о  
з а т у х а ю щ и е  в ы н уж д ен н ы е  д еф ор м ац и и , а с л е д о в а т е л ь н о , и 
ф ун к ц и и  Тх (х, у, z, t), м о ж н о  за м ен и ть  сум м ой  д е ф о р м а 
ций, к а к  э т о  п о к а за н о  на рис. 13.

К а ж д а я  из с о с т а в л я ю щ и х  д еф ор м ац и й  со ст о и т  из н е с т а 
ц и о н а р н о го  у ч а с т к а  о т н о с и т е л ь н о  м а л о й  п р о т я ж ен н о ст и  и  с т а 
ц и о н а р н о го  уч а ст к а . Н а п р я ж е н и я  м о ж н о  п р и б ли ж ен н о  вы 
ч и сля т ь , как  с у м м у  н а п р я ж ен и й  от  с т а ц и о н а р н ы х  д е ф о р м а -
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ций. Ф ак ти ч еск ое  ф орм и рован и е н ап ряж ен и й  в п р о м еж утк ах  
врем ени  то —  т ь  t i  —  т2, . . * i- i— уч и ты в ается  е  п о 
м ощ ью  коэф ф ициентов за туха н и я  в п ред п олож ен и и , что  с т а 
ционарны е вы нуж денны е деф ор м ац и и  A7V(ti), &Тх (т2), .... 
^ х ( ъ )  начи н аю тся  в м ом ен ты  1 i = 0 , 5 ( t <>+t i ) »  §2= 0 , 5 ( t i  +  
+ Т 2 ) ,  .... 5 / = 0 *>  (т/ _ 1 + т г) .  Э т о  о зн а ч а ет , что к р и в о ли н ей 
ны й зак он  и зм енения  вы н уж ден н ы х  д еф ор м ац и й  зам ен яется  
ступ ен чаты м , как  п о к а за н о  на  рис. 13.

С  учетом  в с е го  ск а зан н ого

о * (/ )= Д о (т 1)Я (/ , у - | - Д а (т , ) / / ( * , У - Ь  .+to(x,)H(tA,), (4 .103 ) 
гд е

Дв('сх)= Д 7 'д(т , )£ ,  Д о( т2) = Д 7 'л-(т , )£ ', . . . ,  Д о( т , ) = Д Tx(xt)E. (4j104)

П р и  расчете бетон н ы х  элем ен то в , если  Ti>28 су то к  и 
t — 0 0 , вели чи н ы  Н(оо , м о гу т  п ри ним аться  с о гл а с н о
та)бл.*4 . П о  приведенны м  в н астоя щ ем  п ар агр аф е ф о р м ула м  
м ож н о  рассчиты вать  не т о л ь к о  бетон н ы е , н о  и ж е л е з о б е т о н 
ные элем ен ты  и конструкции, и м ею щ и е обы чны е коэф ф ициен
ты  арм ирования и р а б о та ю щ и е  б е з  трещ ин . С в я за н о  это  с  
тем , что при оговор ен н ы х  у с ло в и я х  р а зли ч и е  в арм ировании  
о тд ельн ы х  зо н  приводит к о тн о си тельн о  н езн ач и тельн ой  н ео д 
нородности , в си лу  чего  и ск а зы в а е тс я  прим еним ой  теор и я  
расчета  систем , со став лен н ы х  из о дн ор одн ы х  элем ен тов .

1Q. П Р И М Е Р Ы  Р А С Ч Е Т О В  С Т Е Р Ж Н Е В Ы Х  
С Т А Т И Ч Е С К И  Н Е О П Р Е Д Е Л И М Ы Х  С И С Т Е М  

Н А  В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е  Д Е Ф О Р М А Ц И И

П рим ер  3. О п р ед ели т ь  и зги б а ю щ и е  м ом енты  А 4 *(/ ) в ж е 
ле зо б ет о н н о й  рам е, и зобр аж ен н ой  на рис. 14а, вы званны е и з 
м енением  тем п ер атур ы  р и ге ля ; и зм ен ен и е т ем п ер а тур ы  по 
вы соте сечения р и ге ля  ли н ей н ое . Р а м а  вы п олн ен а  из б е т о н а  
м арки  500, £ = 3 , 8 - 105 кг/см2, <р ( о о , о о )= ф =  1,08; р а зм ер ы

поперечны х сечений: р и ге ля  1 ,7 X 0 ,6 м, с т о й к и +  l )  0,6 м ;

моменты  инерции: сечений /р = 0 ,2 4 5  м 4, /с —0,282- 
+  12,1) 3 М4, Г =0,0143 ‘/час

Р а сч ет  вы полнить  д л я  с л ед ую щ и х  вариантов : 
а —  п о сле  весьм а  д л и т е л ь н о г о  ср ок а  эк сп луата ц и и  т е м 

пература  ниж ней гран и  р и геля  р е зк о  повы ш ается  на 30°С;
б  —  тем п ератур а  н иж ней  гр ан и  р и ге л я  через 28 су то к  п о с 

л е  ук лад к и  бетон а  р езк о  повы ш ается  на 30°С;
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в —  в  д о п о л н е н и е  к к а ж д о м у  йз у с л о в и я  п. п . « а »  и « б » ,  
п о с л е  в е с ь м а  д л и т е л ь н о г о  с р о к а  э к с п л у а т а ц и и  п р о и с х о д и т  
р е з к о е  п о н и ж е н и е  т е м п е р а т у р ы  н а  30 °С ;

г  —  п о с л е  в е с ь м а  д л и т е л ь н о й  эк с п лу а т а ц и и  т е м п е р а т у р а  
н и ж н ей  гр а н и  р и г е л я  р а в н о м е р н о  н а  п р о т я ж ен и и  100 с у т о к  
у в е л и ч и в а е т с я  на  30вС

Р и с .Н .

П р и  в ы п о л н е н и и  р а о ч е т о в  д о п у с к а е т с я  у ч и т ы в а т ь  р е з к о е  
и зм е н е н и е  т е м п е р а т у р ы  к а к  м гн о в е н н о е  и сч и та ть , ч т о  п о с л е  
в е с ь м а  д л и т е л ь н о г о  с р о к а  э к с п л у а т а ц и и  с т а р е н и е  б е т о н а  
п р а к ти ч еск и  за в е р ш е н о .

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  р а м а  р а б о т а е т  б е з  тр ещ и н ; в л и я н и е  
а р м а т у р ы  на  д е ф о р м а ц и и  р а м ы  не уч и ты в а ется .

В н у т р е н н и е  у с и л и я  д л я  в а р и а н т о в  и зм ен ен и я  т е м п е р а т у р ы  
« а » ,  « б »  и « в »  п о д с ч и т ы в а ю т с я  с п о м о щ ь ю  ф о р м у л ы , с л е д у е 
м ой  из (4 .9 6 ) при  £ ( т )  = £  =  C o n s t , Т{т) = Т =  C o n s t .

M *i(t)=M H .(t, т )

В  э т о й  ф о р м у л е  ч е р е з  М  о б о з н а ч е н а  в ели ч и н а  и з г и б а ю щ е г о  
м о м е н т а , в о зн и к а ю щ е г о  в р а м е  в м о м ен т  и зм ен ен и я  т е м п е р а 
т у р ы  / = t j , т . е. р е ш е н и е  у п р у го -м гн о в е н н о й  за д а ч и .

Решение упруго-мгновенной задачи. О с н о в н а я  с и с т е м а  м е 
т о д а  с и л  п о к а за н а  н а  р и с . 146. Ф о р м у л а  д л я  о п р е д е л е н и я  
л и ш н е г о  н е и з в е с т н о го

•*1=  ^1о/°11>
гд е

+2$Mt̂  dx,

п р и ч ем  M i  и jV| —  и з г и б а ю щ и е  м о м ен ты  и н о р м а л ь н ы е  с и л ы  
в о с н о в н о й  с и с т е м е  о т  с и л ы  xi— l, а — к о эф ф и ц и ен т  л и н е й н о г о
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тем п ер атур н ого  расш ирения, f t —  ср ед н ее  по вы соте сечения 
стерж н я  и зм енение тем п ер атур ы , fti —  р а зн ость  изм енения 
тем п ератур ы  на ниж ней и верхн ей  гр а н я х  р и геля .

Д л я  рассм атри ваем ой  рам ы  эп ю ра  н аги баю щ и х  м ом ентов  
Mi и зобр аж ен а  н а  рис. 14в; н о р м а ль н а я  си ла  в р и ге л е  J V i=  1, 
в стой ке Л/, =  0; а = Ю ~ 5, f t = 1 5 °C ,  О ^ З О 'С .

С  учетом  всего  ск а за н н ого  м о ж н о  за п и са ть

s  ___3 0 -1 2 ,1 ’  , nC M fdx  _ 3 0 .1 2 ,1 *  , 2 . 1 0 4  # d x
n —  £ / p ' Elc ~~ 0 ,2 4 5 £  '  0 ,2 8 2 £ J (J t - | - l2 Л ) * -

* о о

=  f  [ l ,7 8 5 + 7 ,0 4 0 1 ! „ ( * + 1 2 ,1 )+  ^  -

0

=  ^ ( 1 , 7 8 5 + 0 , 4 8 3 )= 2 ,263- 104/Я 1/м,

д,„=—i • ю -5- ^ .з о - ^ У - ^ ^ - з о ^ - б .в г .  10-2 м,

•1 0 _ 6 £ e l  1 -55 T -

Э п ю р а  и зги баю щ и х  м о м ен тов  в уп р угой  за д а ч е  стр ои тся  
п о  ф орм уле

M = jC iA f i

В еличина  и зги б а ю щ его  м ом ен та  в р и геле

М = 1 1 ,5 5 (— 1 2 , 1 ) = — 139,7 тм.

Расчеты на длительные воздействия. Вариант «а». П о 
с к о льк у  к м ом ен ту  и зм ен ен и я  тем п ер атур ы  м о ж н о  счи тать , 
что бетон  стары й , т о  с о г л а с н о  (4 .9 9 ) t< p = q > (o ° , °o ) ]

Я ( ° °  ) = Г + ? = = 1 + 1 .0 8 ~ 0 ,4 8 1

И Л * *(оо )= Л *Я (со ) =  — 139,7-0,481 =  — 67,8 тм .

Вариант « 6 » .  В  д ан н ом  с л у ч а е  и зм ен ен и е тем п ер атур ы  
происходит в в озр асте  б етон а  t j = 2 8  суток  и н ео бх о д и м о  уч и 
ты вать  старен и е  б етон а . С д е л а е м  э т о  с  п о м ощ ью  т а б ли ц ы  3, 
даю щ ей  величины  # ( о о ,  2 8 ) в  зави си м ости  о т  <р (оо, 2 8 ). 
Е с л и  считать, что  стар ен и е  б е т о н а  п р ои сходи т  в со отв етст 
вии с ф ор м улой , зап и сан н ой  на стр. 13, то

qx (oo , 2 8 ) = 2 ф — 2 .1 ,0 8 = 2 ,1 6 .
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П о  и н тер п оляц и и  н аходи м  Я ( о о ,  28 ) = 0 ,1 9 6  

М *(оо) = — 1 3 9 ,7 *0 ,1 9 6 = — 27,8 тм.

В ар и ан т  « в » .  У м ен ьш ен и е  тем п ератур ы  ниж ней гран и  ри 
ге ля  вы зы вает  вн утрен н и е уси ли я  п р о ти в оп о ло ж н о го  зн а к а  
(п о  сравнению  с п о луч ен н ы м и  р а н е е ), с л ед о в а т ельн о , в м о 
м ент пониж ения тем п ер атур ы  в р и геле  возникнет и зги б а ю щ и й  
м ом ен т  М =  139,7 тм . С ум м а р н ы е  и зги баю щ и е м ом ен ты  при 
этом  о к а ж у т ся  равны м и при р а зогр ев е  п о  вариантам

« а »  —  М* =  — 67,8 +  139 ,7=71 ,9  тм ,

« б »  —  М* =  — 2 7 ,8 + 1 3 9 ,7 =  111,9 тм.

П о с л е  за ту х а н и я  уси ли й , возникш их при о х ла ж д е н и и

« а »  М *  ( оо )  = — 6 7 ,8 + 6 7 ,8 = 0

« б »  М *( оо ) = — 2 7 ,8 + 6 7 ,8 = 4 0 ,0  тм

С л е д о в а т е л ь н о , при вари ан те « б »  п о сле  о х ла ж д ен и я  и п о л 
н ого  п р о я в лен и я  в ли я н и я  п о лзуч ести  в рам е о с т а е т с я  и з ги 
баю щ и й  м ом ент. В ы зв а н о  это  тем , ч то  за туха н и е  у с и ли й , 
возникш их при р а зо гр ев е , прои сходи т  в стар ею щ ем  б ет о н е , а 
возникш их при о х ла ж д е н и и  —  в б етон е  старом .

В ари ан т  « г » .  Р а с ч е т  в ы п олн яем  п ри м енительно  к  ф о р м у л е  
(4 ,1 0 3 ).

Л 4 * (0 = 2 Д М ,Я (/ ,  I , ) ,

где  к —  к о ли ч еств о  у с ло в н ы х  м гновенны х изм енений  т ем п е 
ратуры . Е с л и  п о л а га т ь , ч т о  к = 4  (ом . рис. 1 5 - ) ,  т о  ДМ / =  
= — 1 3 9 ,7 *0 ,2 5 = — 34,95 тм  и расчетная  ф о р м ула  п р и н и м ает  
вид

М * ( / ) = - 3 4 , 9 5 2 Я ( Л У ,
i - i

З ав и си м ость  д л я  п одсч ета  коэф ф ициентов за ту х а н и я , с о 
г ла с н о  (4 .9 8 ), (4 ,1 04 ) и рис. 15а

причем

H(t, t\  — , + 1'08е-0’<В1(<_5<) 
1 +  1,08

«< = 1 2 ,5 , 37,5, 62,5, 87,5 суток ;
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иными словами, начало отсчета времени t принимается не в 
момент начала повышения температуры, а смещается на 
12,5 суток (рис. 13 .).

Рис 45

Результаты расчета представлены в таблице 5.
Т а б л и ц а  5

Величины изгибающ их моментов в раме при варианте 
изменения температуры  « г »  ( t i  —0 )

t сутки 37,5
H(t) 0,727
W .9 5 H  тм 25,95
M%(t) тм —25,95

62,5 87,5
0,598 0,536

20,90 18,73
— 45,85 — 65,58

112,5 137,5
0,503 0,493

17,56 17,22
— 83,14 — 74,41

Соответствующая кривая (1) и также кривая, построенная 
в предположении мгновенного изменения температуры (2), 
показаны на рис. 15 . Из этих данных отчетливо видно, что 
экстремальный изгибающий момент, формирующийся при 
медленном изменении температуры Л|*(112,5)=83,14 тм, в силу 
проявления деформаций ползучести бетона по абсолютной 
величине значительно меньше изгибающего момента, возни
кающего при мгновенном изменении температуры 
М ——139,7 тм.

*  *  *

Для создания представления о значимости изгибающих 
моментов при рассмотренных вариантах температурных ре
жимов для ригеля рамы подсчитана, без учета влияния пред
варительного обжатия, величина момента трещинообразова- 
ния

^ = ^ «  =  ̂ 1 ,7 5 - 1 7 7 ,5 = 8 9 ,6  тм.
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П р и  учете  влияния предварительного  обж ати я  м ом ент 
трещ инообразован:ия естественно увеличится.

П ример 4. В ы чи сли ть  изгибаю щ ие моменты, вы званны е 
осадкой  средней  оп оры  в неразрезной д еух тр олетн о й  ж е л е з о 
бетонной  балк е , являю щ ейся  пролетны м  строением  м оста . 
П оперечное сечение балк и  и зображ ено на рис. 16а, расчетная 
схем а  —  на рис. 166. Б а лк а  вы полнена с ттриименением б етон а  
марки 400. О садка  начинается примерно через год  п о с ле  
окончания бетонирования, т. е. тогда , когда б етон  м ож ет сч и 
таться  стары м. Разви ти е  осадки во времени, в соответствии  
с данными наблю дений , предста)Влено зависим остью  

j /2(£ ) =  10 (1— £ ~ °'0130 с м , у 2( о о ) =  10 см , (5=6,013 1/сугки.

П р и  записи это го  вы раж ения начало  отсчета времени со в 
м ещ ено с м ом ентом  н ачала  осадки [ t = 0, у 2= 0 ] .

ось сим мет.

1|ЧЗм mfn t. I
Рис. 16 &

М. Mj Мэ

Рис 1 6 ь

Характеристики  деф орм ативности  бетона £ = 3 , 5 - 105 иг/см2, 
<р( оо ,оо ) = ф = = 1 14 ) y = 0,006; характеристики лап ер еч н о го  се 
чения балк и  /* =  1,51 м4. £ = 5 ,2 9  м2; собственный вес одн ого  
п о гон н ого  м етра ф = 5 ,2 9 -2 ,4 = 1 2 ,7  т.

П р едп олагается , что б а лк а  работает  без трещ ин ; «влияние 
арм атуры  на д еф орм ац ии  балк и  не учитывается.

И зги баю щ и е моменты  подсчитываю тся «с пом ощ ью  ф ор 
м улы

соответствую щ ей  (4 .1 0 1 ).
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Решение упруго-мгновенной задачи
Д л я  рассм атриваем ого  с луч а я  уравнение трех  моментов 

имеет вид (рис. 166)

2Mi(t) (k + k) =  —6ElQ2(t)

Ш — у , ( > ) ( { + х )  =  - у м ‘-

М , Ц ) = Щ ЗЛ51̂ ; ’| 1,°'1(1 -e-wH > 1 - 8 7 8 , 2 ( 1 '(тм

\*У±]2
Ilk *

Afg(<x)) =в7в,7  тм.

Н а  рис. 16в показана эп ю ра  и зги баю щ и х  м ом ентов  M (t)f 
на рнс. 17 —  изменение эти х  м ом ентов  во времени (кривая  1 ).

Реш ение с учетом  влияния  п олзучести

П р и  заданны х характеристиках деф орм  атиености  б етон а  
r = i y ( ] +ф )=Ю ,014$ ;р/у— 2,166; 1 + ф —2,4 ; 1+<р— р/у= 0 ,2 3 4  и 
ф о р м ула  (4.102) принимает вид

||/Л , 1,4 1 ^^0,0144fj
------2Д  0£34 J*

Т а б л и ц а  6

Величины М2(0» Яр (О и Мг*(0» полученные 
при расчете неразрезной балки_______

t сутки Mt(0 тм н т
М * (/) тм 

р=0,013
A f(T i) тм.

Af2* (0  тм
р—оо

~~ 1 2 3 4 5 6

О 
20 
40 
60 
80 

100 
120 
140 
1 6 0  

180 
200 
оо

Номера 
кривы х 
на рис. 17.

50

0
110,55
356,54
475,98
568.19 
639,32 
693,77 
735,92 
768,42 
793,62 
812,94
878.20

1
0,911 
0342 
6,795 
0,723 
0,676 
0,635 
0,606 
0,572 
0*545 
0,523 
0,417

0
100,76
300,27
378,36
412,16
432,44
440,75
441,3
439,89
432,13
425,09
365,94

878,20

878,19
800,38
739,52
698,07
637,04
594,00
557,91
529,99
602,50
478,17
450,21
365,94

1 2 3



В ели ч и н ы  Н$ (/ ) д л я  р а зли ч н ы х  t приведены  в т а б л и ц е  6. 
В  этой  ж е  т а б л и ц е  п о к а за н ы  М2* (t), подочитаины е п о  ф о р 
м у л е  (4 .101 ) с п р ед в ар и тельн ой  за м ен о й  a* (t) и  o(t) на 
M *(t) и  M (t\. Д л я  н а гл я д н о го  уяснения харак тера  и зм ен ен и я  
M2(t) и M2*(t)  во врем ени  на рис. 17 построены  с о о т в ет ст в у ю 
щ и е  кривы е 1 и 2. Т а м  ж е  п о к а за н о  ум еньш ение M2*(t)  во 
врем ени  д л я  с л у ч а я  м гн ов ен н ого  проявлен и я  осадки  опоры  2 
(к р и в а я  3 ) ( р —»■ оо, ф о р м улы  (4 .9 6 ) и (4 .9 8 )]. К а к  видно  из 
р е зу ль т а то в  р а сч ета  при  р = 0 ,0 1 3 , ч то  соответствует  проявле
нию  95%  п олн ой  осадки  в течение 230 дней, м а к си м а льн а я  
вели чи н а  и зги б а ю щ е го  м ом ента  над  второй  опорой  со с т а в ля е т  
М 2 * (1 4 0 )= 4 4 1 ,3  т м , против Л12( с о )  = 8 7 8 ,2  ш .  Э т о  у м е н ь 
ш ение в ы зв ан о  н али чи ем  ползучести - бетона. Э п ю р а  и з ги б а ю 
щ их м ом ентов  Л1*-( 140) и зобр аж ен а  на  рис. 16г.

Д л я  суж ден и я  о  зн ач и м ости  возникш его  м ом ента  на  рис. 16е 
п риведена  эп ю р а  и зги б а ю щ и х  м ом ентов  от со б с тв е н н о го  
веса б а л к и  Mq и сум м ар н ая  эпю ра M q+M *(\Ab). К а к  видно  
из эти х  дан н ы х, при  о сад к е  опоры  2 на 10 см сум м а р н ы й  м о 
м ен т  М2 ум ен ьш ается  на 448 тм , т. е. н а  15,5% , п р о ле тн ы й —  
ув ели ч и тся  на 1980— 1 7 3 0 = 1 5 0  тм , т. е. на 14,5% . Э т о  с о о т 
в етств ует  м ом ен ту  врем ени  м а к си м а льн о го  развития и з ги б а ю 
щ и х  м ом ентов , вы зван н ы х осадкой  опоры . П о с л е  ок он чан и я  
п роц есса  п о лзуч е ст и  б етон а  опорны й м ом ент М2*  ум ен ьш и тся  
д о  365,9 тм . В озн и к аю щ и е при м гновенной  о са д к е  о п ор ы  
( Р =  оо*) и зги баю щ и й  м ом ен т  М2(0 ) = 8 7 8 ,2  тм  т ож е  у п а д е т  д о  
М2*'( оо) = 3 6 5 ,9  тм (к р и в а я  3  на рис. 17 ). Е сли  ж е  оса д к а  
опоры  б уд ет  п р ои сход и ть  со скоростью , равной  скорости  п о л 
зуч ести  бетон а  ( Р = у ) ,  то в о  врем ени  M2*(t)  м он отон н о  у в е 
ли ч и в ается  и при t ->оо  стрем ится  к М2 * ( 0 0  ) = 3 6 5 ,9  тм  (к р и 
вая 4 на рис. 17).

П р и веден н ы е дан н ы е показы ваю т, что в рассм атр и в аем ы х  
у с ло в и я х  в ели ч и н а  м а к си м а льн о го  и зги баю щ его  м ом ен та  за -
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в и си т  от скорости  разви ти я  осадки  опоры , ч т о  естествен н о  
св я за н о  с развитием  деф ор м ац и й  п олзуч ести . О са д к а  оп ор ы  с 
вы сокой  скоростью  приводит к в о зн и к н овен и ю  б о л ь ш е го  и зги 
б а ю щ его  м ом ента, чем осадка  с м еньш ей  скоростью .

11. В ЛИ Я Н И Е  П О ЛЗУЧ Е С ТИ  НА УС ТО Й Ч И В О С ТЬ  
СЖ АТОГО  СТЕРЖ Н Я. К Р И Т Е Р И И  ПОТЕРИ  

УСТОЙЧИВОСТИ В У С Л О В И Я Х  П О ЛЗУЧЕСТИ . 
РАСЧЕТ ПО Д Е Ф О Р М И Р О В А Н Н О Й  СХЕМЕ

П ри  изучении устойчивости  ф орм ы  уп р уги х  стерж ней  и 
стерж невы х систем  р а зли ч аю т : а —  п отерю  устойчивости  1-го 
рода , связан н ую  с во зм ож н остью  сущ еств ов ан и я  д в у х  ф орм 
равновесия— устойчивой  и н еустойчивой ; б —  потерю  у с т о й 
чивости 2 -го  рода , св я зан н ую  с в о зм о ж н о стью  н ео гр ан и ч ен 
н о го  развития перем ещ ений  стер ж н я  и ли  систем ы , о б л а д а ю 
щ ей начальны м и  несоверш енствам и .

П о ск о льк у  п о лзуч есть  ув е ли ч и в а ет  д еф ор м ац и и , а с л е д о 
в а тельн о  и перем ещ ения , т о  естеств ен н о  при и зучении  у с т о й 
чивости стерж ней , в ы п олн ен н ы х  из м атер и алов , о б л а д а ю щ и х  
п олзуч естью , р ассм атри вать  п отер ю  устой чи вости  в т о р о го  р о 
да . У  п р я м оли н ей н ого  ст ер ж н я  так ая  потеря  устой чи вости  
м ож ет  им еть м есто  т о л ь к о  при н али чи и  н ач альн ы х  н есов ер 
ш енств ф ормы  (н а ч а ль н а я  п о ги б ь ) и ли  состоян и я  (внец ент- 
ренное п р и лож ен и е сж и м аю щ ей  си лы , о тк ло н ен и е  от  п р я 
м олинейной  ф ормы  в след ств и е  н али чи я  д о п о лн и т е л ь н о го  
вн еш н его  в о зд ей ст в и я ).

Б удем  рассм атр и в ать  одн ор одн ы й  и изотропны й  стер ж ен ь  
с н ачальной  п аги бью  yd{z). С тер ж ен ь  в ы п олн ен  из м а тер и а 
л а , о б ла д а ю щ его  ли н ей н ой  п о лзуч естью , и им еет  п оп еречное 
сечение, сим м етричное о тн о си тельн о  одной  из гла в н ы х  ц ен т 
р а льн ы х  осей.

Внеш ние силовы е воздействия  задан ы  в виде сж и м аю щ ей  
си лы  Р < Р 3 . П о д  Р 3, как  обы чн о , п оним ается  критическая  
си ла  д л я  уп р уго го  стерж н я , т. е. си ла , сп о со бн а я  вы звать  п о 
тер ю  устойчивости  ср а зу  ж е п о с л е  окончания п р оц есса  ее 
ф орм ирования (п о с ле д н ее  св я за н о  с р ассм отрен и ем  ста ти ч е 
ски  п рилож енной  с и л ы ).  И з ги б  стерж ня, а с л е д о в а т е л ь н о  и 
потеря устойчивости , м ож ет  п рои сходи ть  в п лоск ости  ЮУ\ 
потеря устойчивости  из этой  п лоск ости  и склю чена  (р и с . 18а ).

О влиянии ползучести на устойчивость сжатого стержня см. книгу 
А. Р. Р ж а н и к  ы н а (стр 8).
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При записи уравнения устойчивости, в данном случае 
уравнения медленного движения, примем во внимание, что 
линейная ползучесть не влияет ни на зависимость между 
деформациями крайних волокон и кривизной, ни на зависи
мости между напряжениями и внешними нагрузками (см. по
ложения, сформулированные в п. 7). В силу этого в условиях 
ползунести справедливы зависимости (рис. 186)

1 _ * * , ( * . < ) - * * = ( * . * ) _  О
h — дг% дг* •

а м*{*. 0..7 У г* а / ( 2 ,  / ) ^ = £ -
М ‘ (* .  < )..

7 У*- (4.106)

Для вывода уравнения к зависимостям (4.105) и (4.106) 
необходимо добавить формулу, связывающую напряжения с 
деформациями, —

е * (9  =  | ^  -  (4.46)
Т 1

Исключив деформации из (4.105) с помощью последней фор
мулы, получим

1

р * ( * .0

1 / Ч * ( г , - с ) — з , * ( г . т )

А I E { t )

(4.107)
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(4 .108 )

и с учетом  (4 .106 )

* - Ч * * ( * « >  _  \м * ( г
р*(г, t) / I E(t) У 1 ^ ' > дх а  ■ч

З ам енив  л е в у ю  часть  (4 .1 0 8 ), с о гл а с н о  (4 Л 0 5 ),  дри дем  к 
та к ом у  интегро-ди ф ф арен ц и альн ом у ур ав н ен и ю

ЧУ -  (4 1 0 9 )

П р и  исп ользован и и  э т о го  ур ав н ен и я  н ео бх о д и м о  им еть  в 
в и д у  особенности  п р ав и ла  зн аков  кривизны  и и зги ба ю щ и х  
м ом ентов ; д л я  первы х э т о  п р а в и ло  св я зан о  с в ы бо р о м  н а 
правлен и я  коор динатны х осей , д л я  в тор ы х  —  не связан о . Н а  
рис. 186, и сп ользов ан н ом  при в ы воде  (4 .1 0 8 ), кривизна  о тр и 
ц ательн а , и зги баю щ и е м ом ен ты  п о ло ж и тельн ы е . С л е д о в а т е л ь 
но, при рассм отрении  задам и  о дей стви и  сж и м аю щ ей  си лы  
Р, постоянной  во  врем ени , н уж н о  принять

M*(z, Ц — РуЦг, t). 
Т о гд а  из (4 .109 ) с л е д у е т  ур ав н ен и е

д*у*(*,0
дг'

Р ГУ*(г.О 
/ I  £(<) •о дг* '

(4 .110 )

(4 .111 )

п о зв о ля ю щ ее  р а зы ск ать  в ели ч и н у  п роги ба  в п р ои звольн ы й  
м ом ент врем ени.

Е сли  рассм атр и в ать  стер ж ен ь , ш арн и р н о  оп ерты й  по к он 
ц ам , и п р ед п олож и ть , ч то  н а ч а ль н а я  н о ги б ь  оп и сы вается  за в и 
сим остью

Уо(г)=/оЫп™’ (4 .112 )

то естественно искать  реш ение в ф орм е 

y * (z ,t ) = f * ( t )  s in - . (4 .113 )

П о с л е  н еслож н ы х  п р еобр азов ан и й  из (4 .111 ) м ож н о в ы д ели ть  
такое и н тегр альн ое  ур авн ен и е В о льт а р р а  в тор о го  рода

/ • ( * ) - 1 ( 4 -114> 

г де

4 v - p .( t ) !P ,  p ^ E ( t ) / / p ,  т = / 0\ 1 - р / р ш
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О ч е в и д н о , ч т о  Р 3 ( t)  и f(t)  я в л я ю т с я , с о о т в е т с т в е н н о , к р и т и 
ч е с к о й  (э й л е р о в о й )  с и л о й  и а м п л и т у д о й  п р о ги б а  у п р у г о - м г н о 
в ен н о й  за д а ч и , т. е. з а д а ч и , р еш ен н о й  в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о  
н а гр у з к а  п р и л о ж е н а  в  м о м е н т  t, д л я  к о т о р о г о  о п р е д е л я е т с я  
п е р е м е щ е н и е .

Е с л и  с ж и м а ю щ а я  с и л а  Р, к а к  э т о  о б ы ч н о  б ы в а е т , п р и к л а 
д ы в а е т с я  т о л ь к о  т о г д а , к о г д а  м о ж н о  сч и т а т ь  в е л и ч и н у  м о д у 
л я  у п р у г о -м г н о в е н н ы х  д е ф о р м а ц и й  н е  за в и с я щ е й  о т  в о з р а с т а  
м а т е р и а л а

Е (  т )  = £ i( t i )  = £ — C o n s t, (4 .1 1 6 )

т о  у р а в н е н и е  (4 .1 1 4 ) у п р о щ а е т с я

/ • м - р * (4 .1 1 7 )

Tl
п р и ч ем

l = P J P ,  P3= K 'E IjL \ (4 .1 1 8 )

П р и  р еш ен и и  у р а в н е н и я  (4 .1 1 7 ) у м е с т н о  и с п о л ь з о в а т ь  т а 
к у ю  а н а л о ги ю . В  с л у ч а е  (4 .1 1 6 ) у р а в н е н и е  (4 .6 1 ) п р и  
o ( 0 = o r ( T i ) = C o n s t  п р и н и м а е т  ви д

о *Г О - ф * ( т )д- ^ < * т = а .  (4.119)

О ч е в и д н о , ч т о  у р а в н е н и е  (4 .1 1 7 ),  п о ст р о е н н о е  о т н о с и т е л ь 
н о  о т л и ч а е т с я  о т  у р а в н е н и я  (4 .1 1 9 ),  з а п и с а н н о г о  о т н о 
с и т е л ь н о  o * ( t ) ,  т о л ь к о  м н о ж и т е л е м  1/(1— £ ) ,  с т о я щ и м  п р и  Е.

П р и  с т е р ж н е , в ы п о л н е н н о м  и з  н е с т а р е ю щ е го  м а т е р и а л а ,  
р е ш е н и е  (4 .1 1 9 ),  в с и л у  (4 .9 7 )  и  (4 .9 8 ) ,  з а п и с ы в а е т с я  т а к :

°(0 =
kl)

1 1+? (4 .1 2 0 )

Е с л и  у ч е с т ь ,  ч т о  в Т У Н  ф = = Е С 0 и г = у О + ф ) >  т о  о т м е ч е н 
н а я  а н а л о г и я  п о з в о л я е т  з а п и с а т ь  р еш ен и е  у р а в н е н и я  (4 .1 1 7 ) 
д л я  с т е р ж н я , в ы п о л н е н н о г о  и з  н е с т а р е ю щ е г о  м а т е р и а л а

/ • ( О " /  ?1-гТ/(1-5)

П о с л е  н е с л о ж н ы х  п р е о б р а зо в а н и й  э т а  ф о р м у л а  п р и в о д и т с я
К в и д у
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(4.12.1), * , л _
J  I l ) - J  5 -П +ш ^5—(1+<р)

С к орость  развития перем ещ ен и й

/ . ( 0 - Д  e-iru-u+?)]tf-n) д - i .

О чевидно, что  д л я  м ом ента  п р и лож ен и я  н а гр узк и  t=x i  из 
(4 .121 ) с л ед у ет

Г Ы ) Ч -
Ф о р м у л а  (4 .121 ) п ок азы в ает , ч то  при д ли т е л ь н о м  действии  

н агрузки  прогиб  стерж ня, в ы п олн ен н о го  из у п р у г о г о  м а те 
р и а ла , о б ла д а ю щ его  п о л зуч е ст ью  и и м ею щ его  н а ч а льн ую  
погибь , —  ув ели чи вается . И н ы м и  слов а м и , п р о ги б  т а к о го  
стер ж н я  при д ли т е л ь н о м  дей стви и  н а гр узк и  ск ла д ы в а ется  из 
у п р у го го  прогиба , о б р а зую щ его ся  в  м ом ен т  п р и лож ен и я  
нагр узки , и д о п о лн и т ел ь н о го  п р оги ба , р а зв и в а ю щ его ся  во  
врем ени . Н а  характер  н ар астан и я  в о  врем ени  ам п ли туды  
п роги ба  f*(t)  сущ ествен н ое  в ли ян и е  ок а зы в ает  зн ак  р а зн ости  
S— (1 + ф ) ,  связанны й с отнош ением  м еж д у  Р» и / >(1 + < р ),  
Р а зв и ти е  прогибав  во  врем ен и  при

«> 1 + < р ,  ( 1 + ф ) Р < 1 Р э (4 .122 )

им еет затухаю щ и й  хар ак тер . Е сли

$<1+ф, (1 + ф)Р > Р 9, (4.123)
т о  при t —  f*(t)-+co, т. е. вели чи н а  п р о ги б а  н ео гр ан и 
ченно  возрастает.

В случ ае
| =  1 -hep, Я9= (1+ф )Р  (4.124)

ф ор м ула  (4 .121 ) приводит к н еоп р ед елен н ости , раскры в  к ото 
рую . найдем

/ * « > = / [ 1 + 1 Г « - * 1 > ] .  (4 .125 )

Таким  о бр а зо м , при вы п олнении  ус ло в и я  (4 .1 2 4 ), д еф ор 
м ирование стерж ня п р ои сходи т  с постоянной  ск ор остью , т. е. 
им еет  установивш ийся х ар ак тер . Р а зв и ти е  перем ещ ений  в о  
времени в с луч а я х  (4 . 122) (4 .123 ) и (4 .124 ) п р ед став лен о  на 
рисунке 19.

Г1ри неограниченно в о зр а ста ю щ ем  врем ени  д ей стви я  сж и 
м аю щ ей  силы , со гла сн о  (4 .1 2 5 ),
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/ * ( * ) - ►  о о ,  /*(/)-» • const. (4.126)

Из сказанного ясно, что сила, соответствующая условию  
(4.124), является наименьшей из сил, вызывающих бесконеч
ное нарастание прогиба. Условие (4.126) может служить кри
терием для определения понятия критической силы Рлл.

Из этого критерия следует такое определение понятия 
критической силы для стержня, выполненного из материала, 
обладающего линейной ползучестью: под критической при 
длительном действии нагрузки понимается минимальная си
ла, вызывающая неограниченное развитие прогиба *.

При таком определении критической силы Л л равенство 
(4.124) служит для вычисления ее величины, а именно

С учетом второй формулы (4.118)

р  ____* 2£ д д /  р _____ Е
Г ДЛ”  /2 »

* В  эггой ф орм улировке, как и ранее, вы раж ение «н еограниченное р а з 
витие п р о ги б а » н уж н о  поним ать как условное, п оскольку при построении  
теории и сп ользован о  вы раж ение д ля  кривизны (4 Л 0 5 ), п р и год тое  д ля  
м алы х деф ормаций, б о лее  правильно бы ло  бы говорить о тенденции к 
неограниченному развитию  прогиба .
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И в уж е  ск а зан н ого  ясно, ч то  в ели ч и н а  критической  силы  
при  д ли тельн ом  дей стви и  н а гр узк и , подсчи тан н ая  с о гл а с н о  
ф о р м уле , приведенной  на  п р ед ы дущ ей  страниц е, с л у ж и т  т о л ь 
к о  верхней  оценкой  н есущ ей  сп особн ости  стерж н я , в ы п олн ен 
н о го  из ли н ей н о -д еф о р м и р уем ого  м а тер и а ла  и о б л а д а ю щ е го  
н ач альн ой  погибью . П о с к о л ь к у  н а ч а льн ы е  н есоверш енства  
практически  неизбеж ны , то  стер ж ен ь , н агр уж ен н ы й  сж и м а ю 
щ ей  силой  Р < Р дЛ, б у д е т  р а зр уш а ть ся  в след ств и е  исчерпания 
несущ ей  способности  м а т ер и а ла , е сли  в п роц ессе  д еф ор м и р о 
в ан и я  перем ещ ения, а с л е д о в а т е л ь н о  и и зги ба ю щ и е  м ом енты , 
д ости гн ут  оп р ед елен н ы х  величин . Т ак и м  о б р а зо м , д л я  п р о 
верки  несущ ей  сп особн ости  стер ж н я  н еобходи м  р асч ет  п о  
д еф орм и рован н ой  схем е, в ы п олн яем ы й  с уч ето м  в ли ян и я  н а 
ч альн ы х  несоверш енств и д л и т е л ь н о г о  действия  н агр узки  на 
в ели ч и н у  ам п ли туды  п р оги ба  / * ( о о )  и и з ги б а ю щ е го  м ом ента  
в среднем  сечении

M * { t )  = / > / * (  оо).

П о с к о л ь к у  такие расчеты  п редприним аю тся  д л я  в ы я в ле 
ния величины  силы  Р < Р М, р а зр уш а ю щ ей  стерж ен ь , то  тем  
сам ы м  п р ед п ола гается , что  д еф ор м и р ов ан и е  п р ои сходи т  в 
зон е , соответствую щ ей  (4 .1 2 2 ) (н а  рис. 19 эта  зон а  за ш тр и 
х о в а н а ). Д л я  этой  зоны , в с и л у  (4 .1 2 1 ), сп р а в ед ли в а  зав и си 
м ость

/ * ( о о ) = » / - 5Д 1 + т ) ,

из которой  с л ед ует  ф о р м ула

/ * ( « > ) =  А г >

соверш енно  ан алоги ч н ая  тр етьей  ф о р м уле  (4 .1 1 8 ), о тн о ся 
щ ейся  к реш ению  уп р угой  за д а ч и .

12. РАСЧЕТ СЖАТОЙ СТОЙКИ 
ПО ДЕФОРМИРОВАННОЙ СХЕМЕ

Пример 5. О п р ед ели ть  п утем  р асч ета  п о  д еф ор м и рован н ой  
сх ем е  несущ ую  сп о со бн о сть  д ер ев я н н ой  ш арн и р н о  опертой  
стойки, сж атой  д л и т е л ь н о  д ей ств ую щ ей  с и л о й  Р . П о п ер еч н ое  
сечение стойки 1 5 X 1 0  с м ,  д л и н а  / = 5 0 0  ом ; в нап равлен и и  
вы соты  поперечного  сечения и м еется  н а ч а льн а я  п оги бь  с а м 
п ли тудой  //600 =  5/6 см ; д о п о лн и т ел ь н ы е  св я зи  п репятствую т 
и зги б у  в п лоскости  н аи м ен ьш ей  ж естк ости . С той к а  вы п олн е-
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н а  и з  с о с н ы , и м е ю щ е й  т а к и е  ф и з и к о -м е х а н и ч е с к и е  х а р а к т е р и 
с т и к и : /?вр= 4 0 0  к г/ с м 2, /?с =  130 кгЛэм 2, /?сд =  100 к г/ с м 2
(д л и т е л ь н о е  с о п р о т и в л е н и е  п р и  с ж а т и и ) , £ Вр = 1 , 6 * 1 0 5 к г/ ом 2, 
Е ля = 0 , 8  - 105 к г/ с м 2. С ч и т а е т с я ,  ч т о  н е с у щ а я  с п о с о б н о с т ь  
с т о й к и  с о о т в е т с т в у е т  д л и т е л ь н о  д е й с т в у ю щ е й  с и л е  Р у п р и  
к о т о р о й  м а к с и м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  в п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  
р а в н ы  /?сд. В  с о о т в е т с т в и и  с  э т и м  у с л о в и е м  и и з в е с т н о й  ф о р 
м у л о й  ш е ц е н т р е н н о г о  с ж а т и я ,  в е л и ч и н а  Р  р а з ы с к и в а е т с я  и з  
т а к о й  з а в и с и м о с т и :

Р
F 6̂ » Н „

И с к л ю ч и в  / * ( о о )  и з  э т о й  з а в и с и м о с т и  с п о м о щ ь ю  з а в и с и м о 
с ти  / * ( ° ° )  ==//1 —  Я / Я дл п о л у ч и м  ф о р м у л у .

аде

W c ,

~ P i '

а  =  1
М ы
Р и

П о д с т а в и в  в э т и  ф о р м у л ы  з а д а н н ы е  в е л и ч и н ы , п о с л е д о в а 
т е л ь н о  н а й д е м

/=*= 1 5 - 1 0 = 1 5 0  с м 2, / = 1 ^ = 2 , 8 Ы 0 3 с м » ,

9,84.2,81-103.0,80-105 
500* =8840кг, а = 1

. 150’ -100 . fi 5 
Ь  8840 + 0 6.15 3,03,

V J = 0 ,7 4 0 , Я  =  0 ,7 4 0 -8 8 4 0 = 6 5 4 0  юг.

Д е й с т в у ю щ и е  С Н и П  П — В .4 — 71 р е к о м е н д у ю т  р а з ы с к и в а т ь  
с и л у  Я  п о  ф о р м у л а м ,  п о л у ч е н н ы м  п р и  р а с с м о т р е н и и  я в л е н и я  
п о т е р н  у с т о й ч и в о с т и  п е р в о г о  р о д а

Р—0,80<р/?с, < р = ^ °,

Н е о б х о д и м о  и м е т ь  в в и д у , ч т о  в д а н н о м  с л у ч а е  ч е р е з  <р 
о б о з н а ч е н а  н е  х а р а к т е р и с т и к а  п о л з у ч е с т и ,  к а к  .э т о  п р и н я т о  в 
т е к с т е  н а с т о я щ е г о  п о с о б и я ,  а к о э ф ф и ц и е н т  у м е н ь ш е н и я  н а 
п р я ж е н и й  в с ж а т о м  с т е р ж н е ,  и с х о д я  и з  т р е б о в а н и я  у с т о й 
ч и в о с т и .

Д л я  д а н н о г о  с л у ч а я  э т и  ф о р м у л ы  д а ю т  Я = 3 5 4 0  юг. З н а ч и 
т е л ь н о е  о т л и ч и е  э т о й  в е л и ч и н ы  о т  в е л и ч и н ы , п о л у ч е н н о й  п р и  
р а с ч е т е  п о  д е ф о р м и р о в а н н о й  с х е м е , с в я з а н о  с д о п у щ е н и е м  о
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п остоянстве отнош ения E/R, н ш о л ь зо в а н н о м  при  вы воде  ф ор 
м у лы  д л я  ф. Е сли  прим ять та к ую  тач к у  зрен и я  и учесть , ч то  
величина /?сд вы числена как  0,25 R Bp, то  при вы п олн ен и и  
расчета  по  д еф орм и рован н ой  схем е с л е д у е т  и сходи ть  из в е л и 
чины  £ дл = 0 ,2 5 , £ f j r = 0 ,4 - 105. В  этом  с л у ч а е  п олуч и м  Р ял— 
4420 кг, л = 0 ,8 8 5 , Я = 3 9 1 0  кг.

13. УЧЕТ ВЛИЯНИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ И СТАРЕНИЯ 
В СЛУЧАЯХ РАННЕГО ФОРМИРОВАНИЯ 

НАПРЯЖЕНИЙ В БЕТОНЕ

К ак  уж е  о т м е ч а л о с ь  в п. 3, при реш ении за д а ч  т е х н о л о ги 
ческого  п лан а  (эк зотерм и ческ и й  р а зо гр ев  и п о с ле д у ю щ ее  о х 
ла ж д ен и е  бетонны х м ассивов , т ер м о н а п р я ж ен н ое  со стоя н и е  
ж елезо бето н н ы х  элем ен то в  в п роц ессе  теп лов ой  о бр а б отк и  и 
т. д . ) ,  т. е. в случ а я х , к о гд а  н а ч а ло  ф орм и рован и я  напряж ений  
в бетон е  сов п адает  с н а ч а ла м  твердения  ц ем ен тн ого  кам ня, 
применение ф орм улы  (4 .1 7 ) м о ж ет  привести  к за м етн ы м  п о 
греш ностям  и приходится  п о л ь зо в а т ь с я  б о л е е  с л о ж н ы м и  з а в и 
сим остям и . Н а и б о л е е  п р о р а бо та н н ой  и о бо сн о в ан н о й  д л я  о п и 
сания меры  п олзуч ести  интенсивно ст а р ею щ его  б етон а  я в л я е т 
ся ф о р м у л а *

С (* ,т )= < р (т )  -F (t){e i'— A2)-b (*)e -*v - 'K  (4 ,127 )
где

? ( * )= гЛ1 + * 1 ^ Е< + £ i £ T“ \  Д ( т ) = а 2-Н >1£ ~ £!*, -Н 2 е '" 11!'т«

F (t)=W (t)le t*-A2, ВД=<р(т)~Д(т). (4.128)

В ходя щ и е  в эти ф о р м улы  постоян н ы е коэф ф ициенты  у , а , 
t i ,  h, Ч ь  4 2 » А 2 , а ь  а 2, Ьи Ьз, сх и с2, п одби р аю тся  из у с ло в и я  
н а и бо лее  п олн ого  описания  сем ейства  эк сп ер и м ен та льн ы х  
кривы х п олзучести .

П ри  реш ении п остав лен н ой  за д а ч и  в есьм а  сущ еств ен н о  
вли ян и е старения на в ели ч и н у  м о д у л я  уп р уго -м гн ов ен н ы х  д е 
ф ормаций, учи ты ваем ое  с п о м о щ ь ю  одной  из ф о р м ул

£(*)=£( 1 -р е-* ), ‘* -р » е ^ ) . (4.129)
В  с л у ч а е  и сп ользов ан и я  вы раж ен и й  (4 .1 27 ) —  (4 .1 29 ) п о 

строен и е реш ения ур авн ен и й  (4 .8 5 ) в ан ало ги ч еск ой  ф орм е 
весьм а гром оздк о . Б о л е е  р а ц и о н а льн о  п рим енение ч и слен н о го  
реш ения, п о зв о ля ю щ его  р а зы ск а ть  величины  тем п ер атур н ы х

* См книгу С В А л е к с а н д р о в с к о г о ,  упомянутую на стр.8
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н апряж ений  с уч ето м  п о лзуч ести  и старения в п р о и зв ольн ы е , 
н аперед  вы бранны е, м ом енты  времени и св одя щ его  р аеч ет  к 
оп ер ац и ям  ли н ей н ой  а лгеб р ы , успеш но р еали зуем ы м  с п о м о 
щ ью  Э В М .

Д л я  обосн ов ан и я  м етоди ки  ч и слен н о го  реш ения у д о б н о  
представи ть  р а ссм а тр и в а ем о е  интепрадьное ур авн ен и е в о п е 
р атор н ой  ф орм е. В  м атем ати ческом  ан али зе , н а р я д у  с д и ф 
ф ерен ц и альн ы м и  оп ер атор ам и  (о п ер а тор  Л а п л а с с а  и т. д . ) ,  
при м ен яю тся  и и н тегр альн ы е  операторы . Л е в у ю  часть, н ап р и 
м ер , п ервого  и з ур авн ен и й  (4 .8 5 ) у с ло в н о  м ож но за п и са ть  
так :

[ 1 - а д
ч

В ы р аж ен и е , с то я щ ее  в к в адратн ы х  скобках, н оси т  н а зв а 
ние и н тегр а льн о го  оп ер атор а  В о льт ер р а . К а к  и д и ф ф ер ен ц и 
а льн ы й  оп ератор , и н тегр альн ы й  оператор  п р ео б р а зу ет  ф ун к 
цию , в  дан н ом  с л у ч а е  о * , в новую  ф ункцию . В со к р а щ ен н ом  
виде оп ер атор  В о л ь т е р р а  запи сы вается  так

1 -  £ ( * ) J — = 1  - Е К .
Т 1

С  уч етом  ск а за н н ого , л ю б о е  из уравнений  (4 .85 ) в о п е р а 
тор н ой  ф орм е и м еет  вид

(1 —  ЕК )6* =  (Г (4 .1 3 0 )

Р а ссм о тр и м  за д а ч у  п остроен и я  вектора  функции, сто я щ ей  
в л е в о й  части  ур ав н ен и я , п о ла га я , ч то  ( г  и звестно в о  в сем  
рассм атр и в аем ом  п р о м еж утк е  врем ени

(1 - E K W  
----------------  (1  ̂ E K W

(1 -Е К К *
Э лем ен та м и  эт о го  век тор а  я в ля ю тся  величины  с о о т в ет ст 
вую щ ей  ФУНКЦИИ ЛрИ T i= * o ,  tь  .... t a.

Д л я  м ом ентов  врем ени  t\, t2, ..., /„ б уд ем  п о с л е д о в а т е л ь н о  
зап и сы вать  значения  и н тегр а льн ы х  частей , в х о д я щ и х  в 
(4 .1 3 0 ), в виде сум м , п р ед став ля ем ы х  в сокращ енном  в и д е  
так :
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‘i ‘I 
-}

4 П h

n II 12 n

П о сле  подстановки в эти сум м ы  п одинтегральны х вы раж е
ний, интвг-рирования по частям  и применения обобщ ен н ой  
теоремы  о среднем  получим :

+[«*(Л)-а*(х1)]*̂ .,?И‘1}; (4.131)
h

W ^ ° 4 ' ) dJ^ & ~ ° 4 t t) - E ( t t){a*(^)4t2Si) +

+  [ « * ( < i ) - e * ( t 1)]8 (/ a,«)i.i + [ o * ( f 2) - o * ( / I) ]* (/ s,?){*};

in
E(ia) J e * ( t ) ^ % l )r f t = a * ( W - £ ( < „ ) { e * ( t I) * ( ^ . ‘'i )- !-

T1

— Ч- e * ( ^ - 0 ] » ( ^ . 5 ) J " _ 1}.

Ч ерез 8(^д,5)/Д _ 1 обозначена  величина полной  относи

тельной  деф ормации, средняя в см ы сле удовлетворения  р а 
венства

fk
l ^ r - 4 t „ ’ )fc=  [ с * С ^ — о »(/ *_0 1 5 (/ я, (4.132)
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Зависим ости  (4.131) позволяю т вычислить элем енты  в ек 

тора ( 1 — ЕК)д*по  с ледую щ и м  ф орм улам , вклю чаю щ им з н а 
чение а *  при t= n :
(1 —ЕК) а* ( ti)= o(ti )

(1 - Е К ) Щ ) = Е у т * 2 ъ ) ~ ч * 2 М \ ) ° ч * 1 ) +

( 1 - £ А ' ) а^ я) = £ ( / я) (г (/ я,т1) - 8 ( ^ Д ) ( ; 1 - в* (х 11 +

+ ^ ( ^ ) [ ^ я. ? ) ' : - 8 (/ я,?){: ] 3^ ( ^ ) +

+ £ (/ „ ) [8 (/ n,S )/ . - S (^ )? ); . ]3* (/ J) + . . . + £ ( 0 8 ( ^ , 5 ) ^ _ la * ( ^ )

Э ти  ф орм улы  сокращ енно  м ож но переписать так:

(1 —  ЕК) о* (x j )  — о* ( t j )

(1 — £ if)o * (* i)“ A,oa*(Ti)+A|,o*(i|) (4.133)

(1 —  E K )a*(t2) =Д2оа*(тО + A2i0*(*i) +Д22 o*(t2)

( 1 - £ / 0 « * ( < я) = А явв * (х 1 )+ А ж19*(/1)  +  Д .1 в * (/ , )* + . . .+ А явв *< (« ) .

г д е

д й “ а д ) [ 8 ( * | . * | ) - * м ) Ы 1, 2, . п

^ = т т л й . - ч * Л кк+1\,

£hi-v l= k ' * = Ь

i = \ , \  к = 1 , 2 ,  ...,/ t - i -
t¥=k, /0= т, (4 .134 )

2, .... n.

И ндекс i п оказы вает возр аст  м атериала , соотв етств ую 
щий дан н ом у элем ен ту  вектора; индекс k— связан с возрастом 
м атери ала  в мом ент прилож ения  нагрузки при построении 
кривой 8(/f,£).

Учиты вая  (4 .8 ),  а так ж е то, что в правы х частях к аж дой  
строки (4 .133) им еется общ ий м нож итель  E(tt), м ож н о  з а 
метить, что Дд> и blk представляю т увеличенны е в E(ti) 
раз деф ормации, на которы е след ует  ум нож ить напряж ения
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o* (ti), a*(*i), a *(t2), ..., o *( t () , ч тобы  в с у м м е  п о луч и ть  п о л 
ные деф орм ации  е * ^ ) ,  т ож е  ув ели ч ен н ы е  в E (t t ) раз. И з

(4 .133 ) отчетли во  видно, ч то  вектор  (1 — ЕК) о,-*М'0 ж е т  быть 
вы числен , как  прои зведен и е  т р е у го л ь н о й  м атрицы  на вектор

(1 —ЕК)з*= Д8о*,
причем

1
Дю Ди |>р

^30 2̂1 ^22 а* = « *№ )

^л0 ^л1 ^л2 Адл °Ч К )
Э лем ен ты  этой  м атрицы  п одсчи ты ваю тся  по (4 .1 3 4 ).

(4 .135 )

(4 .136 )

П р едстав лен и е  (4 .1 35 ) п о зв о ля ет  свести  реш ен и е инте
гр а ль н о го  ур авнения  (4 .1 3 0 ), а с л е д о в а т е л ь н о  л ю б о г о  из 
уравнений  (4 .8 5 ), к реш ению  т а к о го  м атр и ч н ого  уравн ен и я

Д8а* =  а, (4 .137 )

гд е  элем ен ты  вектора  а я в ля ю тся  реш ениям и  уп р уго - 
мгновенной  задачи  0 ( t i ) ,  o ( f i ) ,  ..., о (tn). И з  (4 .1 37 ) с л е 
д ует , что

ол.* = Д 8 - 1з . (4 .1 3 8 )

Таким  обр азом , оп р ед елен и е  с учетом  в ли ян и я  п олзуч ести  
и старен и я  напряж ений  о * в нап еред  задан н ы е м ом енты  
времени h, ...,• tn св оди тся  к построен и ю  м атрицы  Дб,

вектора а, о бр а щ ен и ю  этой  м атри ц ы  и в ы чи слен и ю  вектора
—>
а* по ф ор м уле  (4 .1 3 8 ).

Зам етим , что  м атричное ур авн ен и е (4 .137 ) п о луч ен о  в п о л 
не строго  без введения к а к и х -ли б о  д оп о лн и т ел ь н ы х  д о п у щ е 
ний. П ри  вы полнении  практических  расчетов  за р а н ее  неиз

вестны величины  Ч^п )̂Тк-~v средние в см ы сле  удовлетво,-

рения равенства  (4 .1 3 2 ), и п ри ходится  приним ать п р и б ли ж ен 
ные значения этих  вели чи н , наприм ер :

" К * » »  * * ^ + ' * ) -  ( 4 Л 3 9 )
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Ф о р м у л у  (4 .1 3 8 ) м о ж н о  п р и м ен я ть  к а к  д л я  н е п о с р е д с т в е н 
н о го  р а сч ета  в ек то р а  н а п р я ж ен и й  с уч ето м  п о л з у ч е с т и , т а к  
и д л я  в ы ч и слен и я  в ек то р а  коэф ф иц иентов  за ту х а н и я  н а п р я 
ж ен и й . В  соотв етств и и  с (4 .1 3 8 ) н ап р яж ен и я  с у ч е т о м  п о л з у 
чести  в м о м ен т  в р ем ен и  tn о п р ед еля ю т ся  в виде сум м ы .

+  (4  Л  4 0 )

в к о т о р о й  Им, i]nu —, "'Inn— элем ен т ы  п-я  стр о к и  м а т р и 
цы  Д о - * ,  o ( t i ) o ( f i ) , ..., ° ( * я ) —  эл ем ен т ы  в ек тор а  р еш ен и й

у п р у го -м гн о в е н н о й  за д а ч и  а, р авн ы е

... i[tn)= E (ta)T(tn). (4  141)

П р и  в ы ч и слен и и  коэф ф и ц и ен тов  за туха н и я  н а п р я ж ен и й , 
н ап р и м ер  Я ( / „  ц ) ,  р а с см а т р и в а ю т ся  стац и он ар н ы е в ы н у ж 
д ен н ы е  д еф ор м ац и и , т*. е. с л у ч а й , к о щ а

T(xl) =  T(ti) =  T(t2) = ...............— T(tn) =  C on st

С о г л а с н о  в се го  с к а за н н о го , нап ри м ер ,

I_J11 \   Д* ( 0   | В Д )  |
Я (/ ,  T j) - f-  +

и из (4 .1 3 8 ) с л е д у е т  ф о р м у л а

_i_ * ё$Ьй
•> I '• ««£ (-,)•

(4 .1 4 2 )

(4 Л 4 3 )

Я = Д 8 - > £ / £ 0. (4 .1 4 4 )

Э л е м е н т а м и  в ек тор а  Н я в л я ю т с я  1, H (th t j ) ,  H (t2, t i ) ,  ..., 

H{tn,xn), в ек тор а  E/E0 — 1, E (ti)IE ( t i ) ,  .... E (t„ )IE ( t i ) .

14. РАСЧЕТ НАПРЯЖЕНИИ, ВЫЗВАННЫХ 
ВЫНУЖДЕННЫМИ ДЕФОРМАЦИЯМИ В ИНТЕНСИВНО 

СТАРЕЮЩЕМ БЕТОННОМ ТЕЛЕ

Пример 6. О п р е д е л е н и е  к оэф ф и ц и ен тов  за ту х а н и я  н а п р я 
ж ен и й  в  и н тен си вн о  с т а р е ю щ е м  б етон н о м  т е л е , в ы зв а н н ы х  
ста ц и он а р н ы м и  т е п л о в ы м и  п о то к а м и , н ачи н аю щ и м и  д е й с т 
в о в а т ь  при  ^  =  3,5, 7,10, 5,14, 21, 28, 44 н 60 су то к ; н а п р я ж е 
ния о п р е д е ля ю т с я  в эти  ж е  м ом ен ты  врем ени .

Х а р а к т ер и с ти к и  деф ормапливности б етон а , в  с о о т в е т с т в и и  
с  (4 Л 2 7 ) и (4 .1 2 9 )*

*  Характеристики получены при испытаниях п ар он з о л  нр ов а н.н ы х  
крупных образцов из гидротехнического бетона реального состава. См. 
сталью Е. А . К о г а н а  и Л .  Д  С о л о в ь е в а  в е б .  «П олзучесть  и 
усадка бетона», М ., 1969.
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t f r  ) = ( 1 ,2 5 + 6 ,6 0 e - ° ‘2,3t+ 4 ,8 3 е - ° '(“ г )  -1 0 -6- см 2/ кг, 

Д (-с )^  (’0 ,6 + 5 182е'-°-24б,+  1 ,4 58е-0-0095.т)  • 10~6 см 2/кг,

At= 0 ,8 5 , f= 0 ,0 1  У с у т к и , а = 5  У с у т к и ,

£ (* )^ = 4 ,2 5 (1  - 0 , 258e-o-006S-0 ,6 2 7 e -W ) . 10~6 кг/см2,

коэффициент поперечной деф орм ации х-Ч в*
П о  ф орм улам  (4 .134) и (4 .3 ) потсчиты ваю тся элем ен ты  

матрицы  Дб, имею щ ей в данном  случ а е  п орядок  8 X 8

дб=

i
0,604 2,161
0,669 0,770 1,931
0,698 0,789 0,455 1,804
0,716 0,791 0,437 0,446 1,773
0,719 0,782 0,419 0,408 0,328 1,731
0,723 0,770 0,3% 0,457 0,262 0,390
0,731 0,769 0,384 0,332 0,227 0,320

1,796
0,424 1,708

О братная матрица Д о-1

дб—1 =

1
—0,279 0,46L
—0,235 —0,184 0,518
-0,206 -0,155 —0,131 0,554
—0,170 —0,121 —0,094 —0,193 0,564
—0,152 —0,104 —0,077 —0,104 —0,107 0,578
—0,133 —0,086 —0,057 —0,067 —0,059 —0,125 0,557
—0,126 —0,079 —0,050 —0,053 —0,040 —0,077 —0,138 0,585

Н иж е показан  вектор Е/Е0, а такж е вектор Я ,  вы числен 
ный по ф орм уле  (4 .1 44 ).

1
1,374
1,569
1,672
1,765
1,805
1,859
1,902

1
0,356
0,324
0,303
0,277
0,264
0,250
0,245

Величины  элем ентов  вектора Н отчетли во  показы ваю т, что 
в случае начала  п роявления  вы нуж денны х деф орм аций в 
интенсивно старею щ ем  бетон е  (при  t i = 3 ,5  су тк а м ) весим а 
сущ ественное затухан и е релаксац ии  напряж ений происходит 
на протяж ении первы х трех  с половиной  с у то к  (т . е. от 3,5 до  
7 о у т о к ). Это  связан о  с б ольш ей  скоростью  ра!звиш я деф ор 
маций ползучести  п»ри раннем  загруж ении  бетона.
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Приложение
Р Е К О М Е Н Д А Ц И И

по расчетному определению характеристик 
деформативности тяжелых бетонов

1. Р е к о м е н д а ц и и  с о с т а в ле н ы  на осн ове  с т а т и ст и ч еск о й  
о б р а б о т к и  э к с п е р и м е н т а ль н ы х  дан н ы х , о п у б ли к о в а н н ы х  в с о 
в етск ой  и з а р у б е ж н о й  сп ец и а ль н о й  ли т е р а т у р е . Р е к о м е н д а 
ции п о зв о л я ю т  в ы ч и с ля т ь  п р ед ель н ы е  вели чи н ы  м ер  п о л з у 
чести  б етон о в  С(оо), в ели ч и н ы  м о д у ля  уп р у го -м гн о в е н н ы х  
д еф ор м а ц и й  Е \ т ) ,  а т а к ж е  в ы п олн я ть  а н а ли ти ч еск и е  о п и 
са н и я  сем ей ств а  кр и в ы х  п о лзуч ести , т  е. стр ои ть  ф ун к ц и и  
C(t, т ) .

2. В ели ч и н ы  п р е д е л ь н ы х  ме,р п о лзуч ести  б етон ов  п о д сч и т ы 
в а ю т ся  н о  ф о р м у л е

C ( o o ) = C 9( c o t 2 8 ) К2, .... К п, (1 .1 )

гд е  Сэ(ое, 2 8 ) —  п р е д е л ь н а я  м ера  п о лзуч ести  э т а л о н н о г о  
(с р е д н е г о )  б е т о н а ; Ки Кг, ■■■, К п —  коэф ф ициенты , у ч и т ы в а ю 
щ и е о т ли ч и е  д е ф о р м а т и в н о ст и  д а н н о го  бетон а  о т  э т а л о н н о го , 
я в л я ю щ е е с я  с л е д с т в и е м  в ли я н и я  р я д а  ф акторе® . Э ти  ф а к тор ы  
п о д р а з д е л я ю т с я  на  тр и  гр уп п ы , св я за н н ы е  с: с в о й ст в а м и  и 
с о отн о ш ен и я м и  и сх о д н ы х  м а т е р и а ло в  (гр у п п а  1 ),  у с л о в и я м и  
п р и го т о в ле н и я  и х р а н ен и я  б е т о н а  д о  зап р уж ен и я  (г р у п п а  
I I ) ,  у с л о в и я м и  д л и т е л ь н ы х  испы таний , —  у с ло в и я м и  э к с п л у а 
тац и и  (гр у п п а  I I I ) .  П е р е ч е н ь  ф актор ов , в х о д я щ и х  в к а ж д у ю  
гр уп п у , о б о зн а ч е н и я  и вели ч и н ы  коэф ф иц иентов  К  в з а в и с и 
м о сти  о т  ур о в н ей  о т д е л ь н ы х  ф актор ов , п ри веден ы  в т а б л и ц е  
1.1. К оэф ф и ц и ен ты  К =  1 о тн о ся тся  к ур ов н я м  ф а к тор ов , с о 
о тв етств ую щ и х  э т а л о н н о м у  б етон у . П р е д е л ь н а я  м ара  п о л з у 
чести  э т а л о н н о го  б е т о н а  п р и н и м ается  равн ой  С э(о о ,  2 8 ) =  
=  6* 10—6 см 2/кп\

П р и  о п р ед еле н и и  в ели ч и н  С ( о о )  п о  ф о р м у л е  (1 .1 ) ,  с  и с 
п о ль зо в а н и е м  к о эф ф и ц и ен тов  та б ли ц ы  1, в о зм о ж н о е  р а с с е и 
в ан и е  р е з у л ь т а т о в  х а р а к т е р и зу е т с я  ср ед н ек в ад р а ти ч н ы м  о т 
к ло н е н и ем , р авн ы м  0,15.

3. Д л я  б етон н ы х  п р и зм а ти ч еск и х  о бр а зц ов , и м ею щ и х  р а з 
м ер ы  п о п ер еч н ы х  сеч ен и й , при  к о то р ы х  г - 1 с 0,2 см - 1 , и з а 
гр у ж а е м ы х  в в о зр а с т е  t i > 2 8  суток , сем ей ств о  кр и в ы х  п о л 
зуч ес ти  м о ж ет  б ы т ь  о п и са н о  с п о м о щ ью  ф о р м у л ы  

______________ C{t, т ) = С ( о о ,  2 8 ) в ( т )  f ( t - x ) ,  (1 ,2 )

* Рекомендации составлены автором совместно с М. М . Заставой.
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в которой С (о о ,  28) оп ределяется  с о гла сн о  (1 .1 ),  при x t = 2 8  
суток , т. е. при Кь— 1,

в (т )= 0 ,5 + 0 ,7 г - ° - т2\  =  (1.3)
В торая зависимость (1 ,3 ) п р и ем лем о  описы вает развитие 

ползучести  при больш ой  п р одолж и тельн ости  действия на
грузки  t —  т. В случ аях  t —  т < 3 0 0  суток  б о л е е  точны е р е 
зультаты  м ож но получить  при использовании  ф ор м ул

/ ( * _ * ) = ! — О,вб*?"0-006* '-^ ,  

f ( t - x ) = 1 — 0 (2 8 е~ ° 'м,8<,_1 )— 0 ,5 1е°'010(' "  ^ . (1 .4 )

При записи ф орм ул (1 .4 ) сд елан о  допущ ение о м гновен
ном проявлении части бы стронатекаю щ ей  ползучести , в си лу  
чего  / (0 ) # 0 .

4. В лияние возраста бетона  т  на величину м о д у ля  уп р уго - 
мгновенных деф орм аций В(т) при T i > 7  суткам  м ож ет учи 
ты ваться с помощ ью  ф ор м улы

ед==3,84.105(1-0,372е-°.02ех) Кг/сма, (1.5)

построенной прим енительно к бетон у  марки 3 0 0 Г £ (2 8 )= 3 ,1 5 -  
• 105 юг/см2].

5. В  с л уч а е  необходим ости , характеристики деф орм аций 
ползучести  бетона  м ож н о  оп р ед ели ть  с пом ощ ью  ф орм улы

Ф(/, x) =  C(t, т )  Е(Ч), (1 .6 )

где C(t, т ) и Е (т ) —  со гла сн о  (1 .2 ) и (1 .5 ).



Т а б л и ц а  1 1

Величины корректирующих коэффициентов для определения меры ползучести тяжелых бетонов_____

№  гр уп 
пы  ф ак

торов

Ф акторы , обозначения 
коэффициентов

Н аим енования или  уровни ф акторов  и величины  корректи
рую щ их коэффициентов

II

В ид  цемента

Ki

М ар к а  цемента
К2

П о р о д а  крупного  
за п олн и теля  Кз

В одо-цем ентное 
отнош ение В/Ц К<

С одерж ание цем ентно
г о  теста  в % Ks

ш лако-
порт-
ландце-
мент

1,2

200
1,42

песчаник

2,2

0,2
0,23

10
0,5

низко-
термич-

<НЫ1Й
1,16

300
1,13

гр авели 
сты й пе. 
сок  

U

0,3
0,43

15
0,85

порт
лан д -

цем ент

1

400
1

базальт

1

0,4
0,7

20
1

пуццола-
новый

цемент

0,9

500
0,96

гранит

1

0,5
1

25
1,25

сульф а-
тостой-

кин

0,88

600
0,92

извест
няк

0,89

0,6
1,4

30
1,5

гли н о 
земистый

0,76

700
0,89

кварц

0,91

0,7
1,92

35
1.7

ТБЦ

0,7

800
0,87

0,8
2,55

40
1,95

Вид уплотнения 
Кб

Вид тепловой  о б р а 
ботки  К?

Вибрированием
1

В ручную
1,3

900
0,87

45
2,15

Е стественное твердение 
1

Рроп ари ван и е
0,85

А в ток лавн ая  обработка  
0,54



о Т а б л и ц а .  1.1 (продолж ение).

11 Возраст бетона при 
загруж ении т —  в 
сутках

Кв

1

2.6

2

1.8

з

1.4

5

1.3

7

1,25

10

1.2

1.1

14

1,15

20

1,09

28

1

1

40

0,86

60

0,77

90

0,70

180

0,61

360
и б о л е е  

0,55 

0,55— — — 1.2 1,15 1,05 1,02 0,85 0,77 0.70 0.61'

R 2 8 200 300 400 500 600 700 800 1000
к »

1 1,11
1 0;92 0,86 0,85 0,85 0,85 0,85

111 Влаж ность среды 40 50 60 70 80 90 100 вода
в %

К,0 1,19 1,15 M i 1 0,86 0,7 0,54 0,48

Характерист. размеров
поперечного сечения 0 о д 0.2 0.3 0,4 0,5 0,6 0.7
образца г е м " 1

Км 0,8 0,85 1 1,15 1,24 1,3 1,36 1.41ЛИ #
0,82 0,93 Y 1,0В 1,03 1,03 1,03" 1,03

Примечания: 1. Уровни факторов, соответствующ ие эталонном у бетону, характеризую тся величинами кор 
ректирующ их коэффициентов К — 1.

%, Поправка на м арку бетона носит относительный характер, т. к. ври анализе влияния 
R 2 8  на С (о о , т ) величины меры ползучести  приводились к одинаковым р т, В/Ц и марке 
цемента.

3. В числителе записаны величины Кв и К и  д ля  бетонов естественного твердения, в знамена
теле  —  д ля  бетонов тепловой обработки.

4. Д л я  изолированных и массивных конструкций, а также д ля  бетонов тепловой  обработки
К ю = 1 .

5. г е м —1— величина, обратная гидравлическому радиусу поперечного сечения образца { в
сантим етрах).
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